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Для однородного стержня постоянного сечения получим
d 2i9 d 2i9 т
 х- - а 2----------------------------------------------------------- ( 1.6)
d t2 к а х 2 I то

где a 2 =GI / I^  к  р  /  то

Дифференциальные уравнения (1.5), (1.6) получены для стержня круг
лого поперечного сечения, для которого при кручении справедлива гипотеза 
плоских сечений. Если стержень имеет иную форму сечения, то при кручении 
имеет место депланация поперечного сечения, т.е. точки поперечного сечения 
выходят из своей плоскости. При строгой постановке динамической задачи 
здесь следует учесть инерцию поступательного перемещения точек стержня в 
направлении его оси. Однако в инженерных расчетах, как правило, этим пре
небрегают, и для исследования крутильных колебаний используют уравнения 
типа (1.5), (1.6), где вместо полярного момента инерции /^подставляют гео

метрическую жесткость на кручение I  , зависящую от формы поперечного се

чения. Для прямоугольного сечения, например, I  = каЪ3, где коэффициент к

зависит от отношения сторон прямоугольника а/Ь (Ь - размер меньшей сторо

ны); для стержня эллиптического сечения I  = т ъЪъ/{а2 +Ь2), где а,Ь-  полу

оси эллипса; для однозамкнутой тонкостенной конструкции

1ч = П 2 Ь т ’ ( 1 л )

где h-  толщина оболочки, Q  - удвоенная площадь фигуры, ограниченной 
средней линией контура поперечного сечения, а интегрирование ведется по 
этой средней линии.

1.1.2 Р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с в о 
б о д н ы х  п р о д о л ь н ы х  и к р у т и л ь н ы х  к о л е б а н и й  с т е р ж н я  
п о с т о я н н о г о  с е ч е н и я .  При отсутствии возмущающих сил дифферен
циальные уравнения (1.3) и (1.6) принимают вид

д2и д2и
 а 2---- *- = 0, (1.8)
d t2 д х 2

д23 д2Э
 а 2-----*- = 0. (1.9)

d t 2 к d t 2

Следуя методу Фурье, представим частное решение уравнения (1.8) в ви
де произведения двух функций, одна из которых зависит только от координаты 
х , а вторая - от времени t :
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Mx r M = Vr W  Тг(0- 
Подставив это решение в (1.8) и обозначив производные по координате х 

штрихами, а производные по времени t - точками сверху, запишем

а2у”(х) Т it)
или п г( . = ^ у т

vM )  ТЛ<)
Здесь левая дробь зависит только от х , а правая - только от t . Это воз

можно лишь в том случае, когда обе дроби не зависят ни от х , ни от t ,  т.е. 
представляют собой некоторую константу. Обозначим ее через (-  со2) 1. Тогда,

ГЧ и ^ Г' п = °о / 1 (1Л0)Vr {x)+ a 2rvr (х) = О, а г = о)г / а п.)

С учетом равенства (1.4) имеем

= a r ^ E A / m 0 • ( 1 Л 1 )

Решения уравнений (1.10) при аг Ф 0 , сог Ф 0 имеют вид

TAt)=Csinci)J  + C cosco t;]Г \ / 1Г Г 2 Г Г 1' Г
V

• W  Хг Г 2 Г  Г М  ( 1 . 1 2 )

\ x )  = Arsm.arx + Brcosarx.\

Положим С1Г = C rcos^?r , С2Г = Crsin(рг и получим

Tr (t)=Crsm{(Drt + (pr ).

Включив константу Сг в Аг и Вг , можно записать

и х А х ’ t)={Ar^marx + Brcosarx)sm{(Drt + (pr )= vr (x)sin(a?rt + (pr ).

Суммируя частные решения, получим общее решение дифференциального 
уравнения (1.8):

00

их (х, t)= X v r (x)sin(®r ? + ^ r ). (113)
Г - 1

Параметр сог представляет собой круговую частоту свободных (собст

венных) колебаний стержня и равен числу колебаний в 2п секунд. В дальней
шем мы для краткости изложения будем этот параметр называть просто 
частотой свободных колебаний не оговаривая, что это круговая частота.

Упругая сила в сечениях стержня может быть также представлена в виде
ряда

N(x, t) = E A ^Ux[X’ ^  = Y ,N r(x ) sin{(Drt + <pr ), (1-14)
ox

1 Положительная константа не соответствует колебательному движению стержня.



где N  (х)= ЕАа (A cos а  х - В  sina х).г— ' у  \ / у  \ у  у  Г Г '

Положим в равенствах (1.12), (1.15) х  = 0 и получим 
Ar = N r (0)/{arEA), B ,= v ,( 0),

что позволяет записать

" Д ° ) .-sma^x + v ^ O ^ sa ,* ,-

N r(x )= N r (o)cosarx - E A a  v (р)ъша х.

(1.15)

(1.16)

(1.17)

у  \  /  /  V / у  Г  Г  ' /  Г

Решая аналогично дифференциальное уравнение (1.9), получим для кру
тильных колебаний

00---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------I-------------------------------------------

З х {х, t)= Y.Vr(x)sm(Q)rt + (Pr), й)г = a r ^ G I Kp/ I mo;
Г = 1 

00

М х (х, t ) = Y , M r (x)sin(cort + ( Pr ) ,

(1.18)

где
v (х)=А  sina х + В cos а х ;. V / г г . г г
мг (х) = GIKpa r yArcosarx -  BrAnarx)\ (1.19)

или

. ( * ) =
" Д о )

а гС1щ,
sm a rx + vr (o)cosarrx;

M r (х) = M r (O)cosa rx -  GIKVa rvr (o)sina х.
( 1.20)

1.1.3. О п р е д е л е н и е  ч а с т о т  и ф о р м  с о б с т в е н н ы х  к о 
л е б а н и й  п р и  р а з л и ч н ы х  у с л о в и я х  з а к р е п л е н и я  с т е р ж -  
н я . Решение задач будем рассматривать на примере продольных собственных 
колебаний стержня постоянного сечения, а затем обобщим на случай крутиль
ных колебаний.

Стержень закреплен по торцам Уа 
(рис. 1.3). Поскольку при х = 0 и х = 1 ^
перемещения ux(x,t)=  0 в любой мо- ^

мент времени, то на основании (1.13) по-
, Рис. 1.3лучим граничные условия в форме
1Л (0 )= 0 , 2. уД/) = 0.

Воспользуемся теперь выражением (1.12). Из первого граничного условия 
вытекает, что Вг = 0 .Таким образом

1
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частота колебаний определяется по формуле

® , = / W G /K p A V 2) •

При аналогичных с продольными колебаниями условиями закрепления 
по торцам значения параметров fir будут здесь такими же, как и при продоль

ных колебаниях. Такими же будут и формы колебаний.

_______________________м
|   ̂ ^  Стержень с грузом на конце

^ (рис. 1.9). Поскольку у левого торца стер
шие- 1-9 жень закреплен, то при х = 0 перемещение

их = 0, вследствие чего постоянная Вг = 0. Поэтому

v (х)= A sina х, 1 ,
лГЛ  \  гг л  \  \  С 1 -2 8 )N r (х) = EAarArcosarx.J

М Чтобы сформулировать
\  /  я 2 второе граничное условие, рас-

* -ш г Q  М VN{l,t) - M — f  
dt членим систему, как показано

X —/
на рис. 1.10. Если кроме силы

инерции
д2и

х
\

1V1

У dt2 Х  =  1 у

Рис. 1.10 N(l , t )  к грузу приложить силу

то в соответствии с принципом Д'Аламбера имеет ме-

3̂ 14
сто равенство N(l,t) + M  х = 0 или

х=1dt2
GO , v GO , v

X  N r (/ )sin(fi?/ + (Pr ) = М ^ с о ] у г (/ )sin(® Д + <pr ).

Приравняем коэффициенты при sin(&>r? + (pr ) и с учетом (1.28) получимГ т г .

E A a c o s a l  = M co lsm al

Поскольку со2 = a rEAjmo, то последнее равенство можно привести к ви-

1  м  . 1

ду COSa rl = — a rsm arl .
то

Обозначим a rl = fir , M / (m j )=  к  и получим трансцендентное уравнение 

для определения параметра fir :

ЩРг =У{кРг ). (1.29)

Это уравнение можно решить графически, как показано на рис.1.11, а за
тем итерационным уточнением определить значения параметров /Зг [1].





cUxJ)

A
ш

Рис. 1.12

-  т у dx
дМуМ у н —dx

qydx

dx

У

dx

,6>., н —dx
у дх

изгиба ху. Обозначим через qy =qy (x,t)

распределенную возмущающую нагрузку, 
через иу = uy (x,t) - поперечные перемеще

ния точек оси балки.

Выделим на расстоянии х от начала 
координат бесконечно малый элемент бал
ки длиной dx и покажем на рис. 1.13 силы, 
действующие на него в процессе колеба
ний. Здесь Q y= Q y (x,t)- перерезывающая

сила, М  = М  (x,t)~ изгибающий момент. 

Правило знаков для Q и М z соответству-

Рис. 1.13
ет принятому в сопротивлении материа
лов.

Воспользуемся принципом Д'Аламбера и спроектируем все силы на
ось у :

д2и.
т „ у dx + q dx + Q

О d t2 У У
'  SQy 
О у + ^ - d x

V
дх

0.
у

откуда
д2и 8 0

у  ^
/77  „

d t 2
+ —— = q .

дх у
Если пренебречь инерцией вращения выделенного элемента, то из урав

нения моментов относительно оси z получится известное соотношение
дМ_

Перемещение иу обусловлено изгибом балки и сдвигом. При по-
Qy дх
строении приближенной теории поперечных колебаний обычно сдвигом пре
небрегают. В этом случае при малых колебаниях можно воспользоваться диф
ференциальным уравнением изогнутой оси балки М  = E I_ д2и /'дх2, где /  -

Z Z у  /  Z

момент инерции поперечного сечения относительно главной центральной оси. 
Подстановка приведенных соотношений в последнее равенство дает дифферен
циальное уравнение поперечных колебаний балки переменного сечения в виде

д2и.
т у д2

+
dt2 дх2

EI Vд2и

дх2
= 4у

(1.31)

Для однородной балки постоянного сечения получим



и ,у  г
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д2и д4и

т  У-  + Е1  y-  = q . (1.32)
0 дР 2 дх4 Чу к J

1.2.2. Р е ш е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  с в о 
б о д н ы х  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  б а л к и  п о с т о я н н о г о  с е 
ч е н и я .  При отсутствии возмущающих сил дифференциальное уравнение 
(1.32) имеет вид

д2ил> д4ил1
т  У-  + Е1----- ^  = 0. (1.33)

0 dt2 2 дх4
Имея в виду, что свободные или собственные колебания носят гармони

ческий характер, частное решение уравнения (1.33) будем отыскивать в форме
.(x,t) = vr (x)sin((Drt + (pr ). (1.34)

Подстановка (1.34) в (1.33) приводит к обыкновенному линейному диф
ференциальному уравнению

- m oo)2vr(x)+EIzvrN(x)= 0
Введем обозначение

a r = m 0O)2r / { E I z )  С 1 -3 5 )

и приведем последнее уравнение к виду
vrw( x ) - a 4vr (x) = 0. (1.36)

Этому дифференциальному уравнению при аг Ф 0 (сог Ф 0) соответству

ет характеристическое уравнение к4 -  а 4 = 0 или (к1 - а 2)(к2 + а 2)= 0, корни 

которого равны ki2=±ar , k34=±iar . Следовательно, частными решениями

дифференциального уравнения (1.36) являются функции 
eha rx, sha rx, cosa rx, sinа гх. Известно, что любая линейная комбинация ча

стных решений дифференциального уравнения дает также частное решение. 
При исследовании поперечных колебаний балки удобно за частные решения 
уравнения (1.36) принять так называемые функции Крылова:

Ki(arx) = ^(charx + cos arx);

K2(arx)=U$harx + sin a rx);

K3(arx)=^(charx -  cosarx);

K Xa rX) = \ { ^ a rx -  s in a rx).

Функции Крылова обладают некоторыми замечательными свойствами. 
Дифференцирование их по х дает

(1.37)



(1.38)
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K[(arx) = a rK 4(arx), K ”(arx) = a 2rK 3(arx), K'"(arx) = а 3К 2(агх)-,'

K 2(arx) = a rK l(arx), K 2(arx) = a 2K 4(arx), К 2(агх) = а 3К 3(агх)-,

К'3(агх) = а гК 2(агх ), К'3(агх) = а 2гК х{с(гх \  К 3(агх) = а 3К 4(агх)-,

K'4{arx) = а гК 3(агх), К 4(агх) = а 2К 2(агх), К 4 (агх) = а 3гК 1{агх).

Нетрудно убедиться в том, что при х  = О 
К, (0) = 1, К 2 (0) = К 3 (0) = К 4 (0) = 0; К[ (0) = а г , < ( 0 )  = К'3 (0) = К\  (0) = 0;'

< ( 0 )  = а 2,< (0 )  = К ”2{0) = < ( 0 )  = 0 ;< (0 )  = а \ Л 7(0) = К 2{0) = К'3\0 )  = 0. ’

Запишем теперь общее решение дифференциального уравнения (1.36): 
v (х)=с К  (а х )+ с  К  (а х )+ с  К  (а х )+ с  К  (а х). (1.40)г \  /  \r IV г  / 2Г 2 \  Г / ЪГ 3 \  Г /  4Г 4 \  Г / ^ '

Суммируя (1.34), получим общее решение дифференциального уравнения 
в частных производных (1.33):

(1.39)

Uv{x,t)= X Vr (х) sin(eoTt + (pr ) (1.41)

Для дальнейших рассуждений нам потребуются выражения для угла по
ворота поперечных сечений 3z (x,t)= duy ( x , t ) j d x , изгибающего момента

М  z (x,t)= EI z d2uy (x , t ) jd x2 и перерезывающей силы

Qy (x , t )= E1z d3uy ( x , t ) j d x 3. Подставим в эти соотношения выражения (1.41), 

(1.40) и получим
00

3 z (x, t)= X«9r (x)sin(®r? + (pr );

M z (x, t)= (x)sin(®r? + (pr );
Г-1 
00

Qy ( x , t ) = ' Z Q r  (x)sm(eort + <pr ),

(1.42)

где
3r (x) = a r [cir K 4 (ar x) + с2Г К г (ar x) + c3r K 2 (ar x) + c4r K 3 (ar x)];
M r (x) = EIza 2 [cirK 3(arx) + c2rK 4(arx) + c3rK l(arx) + c4rK 2(arx)\; 
Qr (x) = E Iza 3 [cirK 2(arx) + c2rK 3(arx) + c3rK 4(arx) + с4ГК г(arx)\.

Для jc — 0 ? уч и ты в а я  ^1,3 9 )? за п и ш е м

Vr ( ° ) = C i r -  Я ( 0 ) = а г С2Г’ M r ( 0 ) = E I z a r C3 r ’ Q r ( ° ) = E I z a r C4r

И Л И

(1.43)

C\r =  V r  ( 0 ) .  C 2r =
Mo) C3r M M

a 2rEI z с  Ar
6Д0)
a 3E Iz

(1.44)



V
IV

15
При a r = О ( cor = 0 )  дифференциальное уравнение (1.36) принимает вид 

(х) = 0. Его решением будет функция

Отсюда

(х )= с .. +с_ _х + с, ,х2 + с . ,х3
10 2 0  30

*0 ( Х ) = V 'o ( Х ) = С2 0 2 С 3 0Х + ЗС4 0х 2  >

М0 (х ) = E Izv"Ax ) = E IZ (2с3 0 + 6с40х) ;

Q o ( X ) = E I Z V o ( X ) = 6 E I Z C40  •

(1.45)

(1.46)

/ W
!>— ►

X

1.2.3. О п р е д е л е н и е  ч а с т о т  и ф о р м  с о б с т в е н н ы х  п о 
п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  п р и  р а з л и ч н ы х  у с л о в и я х  з а к р е п 
л е н и я  б а л к и .

Балка шарнирно закреплена по концам (рис. 1.14). В этом случае на 
концах балки перемещение и (x,t) и изги

бающий момент М  (x,t) в каждый момент

времени равны нулю. Отсюда следуют гра
ничные условия: Рис. 1.14

l .vr(0) = 0, 2.Л/Д0)=0, 3. vr (/) = 0. 4.Л/Д/) = 0.

Из первых двух условий с учетом (1.44) вытекает, что с = с\г = 0. Тогда 

vr (x) = с 2Г К 2 (аг х) + с4Г К 4 (а гх) ;

M r (x) = E Iza 2r [с2Г К 4 (arx) + с2Г К 2 (arx)] .J

Положим здесь х = I и в соответствии с граничными условиями 3 и 4 за
пишем систему уравнений относительно постоянных с2г и с4г:

сггК г(Рг)+С4гК 4 (fir) = °. (fir = а г1У
EI2a ; [ c 2l. K t f r )rCtl.K2( f r )] = 0.

Поскольку система уравнений однородная, то при аг ф 0 нетривиальное 

решение будет иметь место, если ее определитель равен нулю:

Фг) К\Рг 
К\Рг) КЖ

Развернув определитель, получим К 2 {fir ) -  К 2 {fir ) = 0 или

К  (РГ ) + К 4 (РГ )] К  (РГ У~ К 4 (РГ )] = '0 ( 1 •49)

(1.47)

(1.48)

=  0
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С учетом (1.37) имеем К 2(j3r ) + K 4(fir ) = shp r . Если shp r = 0, то p r = 0 

(a r = 0). Можно показать, что это противоречит граничным условиям задачи. В 

самом деле, подставив (1.45), (1.46) в граничные условия, получим 

1-Vo (°)= C,0 = 0 - 3.V0(/) = C 10 + С2»/ + С» /! + <'|/ =0,
2.М„{0)=2Е1гск = 0, 4.M0(l) = EIz (2с30 +6сД ).

Отсюда вытекает, что все постоянные интегрирования оказываются рав
ными нулю, т.е. v()(х) = 0. Таким образом, перемещения, соответствующие

Р  = 0 , при рассматриваемых условиях закрепления невозможны, и первый со

множитель в (1.49) не может быть равным нулю. Следовательно, нулю равен 
второй сомножитель:

к Ю - к № = * ™ Р г = ъ -  (1 5 °)
Отсюда

Рг =71Г (г = 1,оо), a r =7ir/l .

На основании (1.35) частоты собственных колебаний будут равны

= a U E I z l m  о = P 2r ^ E I z l { m  о / 4 ) -  С 1 - 5 1 )

Найдем теперь формы колебаний. Из (1-50) вытекает, что 
К 2 = K A{j3r ). Подстановка в (1.48) дает с4г =~с2Г. Тогда первое равенство

(1.47) приведется к виду

v r  М  =  с 2 г  \К2 (а г х ) ~  К 4 (а г Х )1 =  c 2rs i n a r x  •

Формы колебаний и (х), характеризующие закон изменения амплитуд

перемещений с точностью до постоянного множителя, определяются функция
ми

ur {x)= s in ^ - x ,  (1-52)

а графическое их представление показано на рис. 1.4.

Консольная балка (рис. 1.5). Здесь у заделки равны нулю перемещение и 

и угол поворота сечения 3 а на свободном конце - изгибающий момент М  и 

перерезывающая сила Q . Ераничные условия имеют вид

l.vr (0) = 0, 2.лг(0)= 0 , З .М Д /)= 0 , 4.(2Д/)=0.

Из условий 1 и 2 в соответствии с (1.44) имеем с = с2Г= 0 . Тогда
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YU U . . . U.  ... UL 1Г 2 Г 1Г ПГ .

м. о

м.

о м

и

2 S

U-is

U.ns

= 0

или

УМ.м. и. = О
^  I i r  IS
7 = 1

В соответствии с рис. 1.22 uir = иДх.), uis = иДх.), М. = /ло(х.)Дх, и мы 

получим

£ то(Х;)иг (Х;)ия(Х;)АХ = 0 .

г=1

В пределе, при Ах —» 0, имеем

J т (х) ur (х) us (х) dx = 0. (1.67)

Это и есть интересующее нас условие ортогональности форм собствен
ных продольных и поперечных колебаний. Аналогичные рассуждения для слу
чая крутильных колебаний дают

I
\ I mXX) UA X) Us(X)dx = {)-
о

Для стержней постоянного сечения, при то(х)= const, / дао(х)= const, ус

ловие ортогональности форм собственных колебаний принимает вид
I
J ur (x)us(x)dx = 0. (1.68)
о

Если в сечениях х = х . стержня расположены сосредоточенные массы 

М j (j = \,q), то для продольных и поперечных колебаний можно записать

^  ^  /  \  /  \
т0 (хг-) ur (xj) us {xj) А х + . ur (х .) us (х ) = 0,

/= 1 ; =  1

что при Л х  —» 0 дает условие ортогональности

j m 0(x) ur (x)us(x ) < А + и г(ху) иДху)= 0. (1-69)
о j =1

При исследовании поперечных колебаний свободной балки постоянного 
сечения мы установили, что частоте колебаний со = 0 соответствуют согласно
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(1.62) две формы колебаний: и =1 и ио2 =х/1 (перемещения балки как жест

кого тела). Каждая из них ортогональна всем прочим формам колебаний балки, 
но между собой они не являются ортогональными. Известно, что любая линей
ная комбинация форм колебаний, соответствующих одной частоте, является 
также формой колебаний. Положим м (х)=м (х)-гам (х). Параметр а опре

делим из условия, чтобы форма колебаний й02(х) была ортогональна и01(х), т.е. 

чтобы удовлетворялось условие (1.68):

$[uo2(x)+ aum(x)]um{x)dx = 0
о

И Л И

/ /
Jио2(х)и  (х) dx + <т[и 2 (x)dx = 0.
О О

После подстановки в последнее равенство и (х), м (х) и интегрирования 

получим а = - 1/2 . Таким образом, м (х)= х// - 1/2 , что соответствует повороту

балки относительно центра масс.
При разложении движения системы с конечным числом степеней свобо

ды по формам собственных колебаний обобщенная масса М г , соответствую

щая частоте колебаний сог , определяется по формуле [1,8]

л * ,= [« ,]т M k l
Представление стержня с распределенной массой, как показано выше, в 

виде системы с «степенями свободы приводит в случае поперечных и про
дольных колебаний к следующему выражению для обобщенной массы:

VI

K = ' Z mo(Xi ) Ur(Xi ) A x -
/'=1

При Ах —» 0 получим
I

М г = \т () (х.) и 2 (х.) d x . (1-70)
0

Если в сечениях стержня х = х.  расположены сосредоточенные массы

m j {j = l q \  то

М г = \т  о (х,-) и 2 (х,-) dx + Y M }u 2r (ху). (1.71)
о 7=1

Для крутильных колебаний стержня аналогичные рассуждения дают
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д2и дО д2и
тп----L + — —- F -----^  = 0. (1.73)

dt2 дх дх2
Можно показать, что в условии равенства нулю момента всех сил, при

ложенных к выделенному элементу, нормальные силы дают члены высшего 
порядка малости, вследствие чего мы придем к известному соотношению 
Q =дМ / д х . Воспользуемся дифференциальным уравнением упругой линииУ z  I

балки М z = E lz д2иу j d x 2 и приведем (1.73) к виду

д2и д4и д2и
т  E + e j   у.— р ---- — = 0. (1.74)

0 dt2 2 дх4 ах2
Считаем, что балка совершает гармонические колебания, и будем оты-

скивть частные решения уравнения (1.74) в форме
uyr(x,t)=vr(x)sin(o)rt + (pr ). (I-75)

при этом относительно функции v (х) получим линейное дифференциальное 

уравнение

El  v w(х)-  Fv”(х)-  т co2v (х)=0.
Z Г V /  Г \  /  0 Г Г \  /

Полагая, что для шарнирно закрепленной балки формы колебаний имеют 
здесь такой же вид, как и при поперечных колебаниях балки без осевой силы 
F , получим формулу для определения ее частот собственных колебаний. В со
ответствии с (1.52) vr (x)= c2r sin (ж г х /l).  Подстановка в последнее дифференци

альное уравнение дает

EI 2{жг/1)4 + F ^ r / l ) 2 -  mQco2 = 0.

Отсюда

2 Ш 2 (02г = — *
7 -rrV \ 4 ЖГ

т /
F  + — 
т

ж г
Т

(1.76)

ж4г4Е1,
или со; ~ 4

r m l 4

\  FI2 Л 
1 + ------------

ж2г 2Е 12 у

Обозначим выражение перед скобкой последнего равенства через со2Г 0
Сопоставление с (1.51) показывает, что сого представляет собой частоту собст

венных колебаний шарнирно закрепленной балки без осевой силы. Выражение 

ж2г 2Е1 z j l 2 численно равно критической силе F .p при различных формах поте

ри устойчивости шарнирно закрепленного сжатого стержня. В итоге имеем

(!) = 0)Г Г 0V1+ F / V  f1'77)
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пользуемся дифференциальным уравнением (1.32), в правой части которого за
пишем qy {x,t) в соответствии с (1.79):

д2и д4и
т ---- — + EI  ---- — = -ки

0 dt2 2 дх4 у
или

т  У-  + Е1  у-  + ки =0. (1.80)
0 dt2 2 дх4 у

Будем отыскивать частное решение дифференциального уравнения (1.80) 
в форме (1.75) и после подстановки получим обыкновенное линейное диффе
ренциальное уравнение

0 zv/ v(x) - k < - k ) vX x ) = о-
Введем обозначение

a 4r =(m0co2r - k ) l E I z (1.81)

и приведем последнее уравнение к виду

vr1N( x ) - a 4vr (x) = 0,

совпадающему с (1.36). Решение его записывается через функции Крылова: 
v (х)= с , К \ а х ) +  с ^ К ( а х ) +  с ^ к ( а х ) +  с К л( а х \Г V / 1Г 1 \  Г /  2 Г 2 \  Г /  ЪГ 3 V Г / 4Г 4 \ Г /

Остаются справедливыми соотношения (1.41)...(1.46), а также параметры 
Pr = a J  и формы колебаний иг (х) для различных условий закрепления балки,

полученные в п. 1.2.3. При этом в соответствии с (1.81) частоты колебаний бу
дут равны

= = J < + — ' <L82)m l 4 /77  „ \  /77  „о
Через сого здесь обозначены частоты колебаний обычной балки при таких

же условиях закрепления на концах, что и балка на упругом основании. Если к 
концам балки на упругом основании приложены растягивающие силы F , то на 
основании (1.74), (1.80) дифференциальное уравнение ее свободных колебаний 
будет иметь вид

д2и д4и д2и
т ---- ^  + EI ----- - F -----^  + ки =0.

0 dt2 2 дх4 дх2 у
Отыскивая частное решение этого уравнения в форме (1.75), получим

EIzvrw(x)~ Fv"r ( x ) - (m o6)2r - k ) v r (x)= 0. (1.83)



Ограничимся рассмотрением случая шарнирного закрепления балки на

концах и положим в соответствии с (1.52) vr (x)=c2r s in ^ - x .  Подстановка в 

дифференциальное уравнение (1.83) дает

71 Г
EIz +

f  <тг *Л2 71 Г
F  -  mQco2 + к = 0.

Отсюда

<  =
7Г4Г4Е1 7T2r 2F  к

тп„

<т

(1.84)
m l 4 m l 20 0 i

Выражение для сог можно привести к виду

<°r  = - J < ( 1 + F / F KP) + к 1>

Здесь, как и ранее, через FKp =7r2r 2EIz j l 2 обозначена критическая сила

при различных формах потери устойчивости шарнирно закрепленного сжатого 
стержня, а через сог0 - частоты поперечных колебаний шарнирно закрепленной

балки, определяемые формулой (1.51).

1.6. Вынужденные колебания стержней

Рассмотрим здесь два подхода - когда при установившихся гармони
ческих колебаниях возмущающая нагрузка приложена на конце стержня и ко
гда для произвольной возмущающей нагрузки решение представляется разло
жением в ряд по формам собственных колебаний (решение в главных коорди
натах). Методику будем иллюстрировать на примере поперечных колебаний 
балки.

1 . 6 . 1 .  У с т а н о в и в ш и е с я  в ы н у ж д е н н ы е  к о л е б а н и я  
б а л к и ,  н а г р у ж е н н о й  г а р м о н и ч е с к о й  в о з м у щ а ю щ е й  с и 
л о й  н а  к о н ц е .  Примеры соответствующих расчетных моделей приведены 
на рис. 1.26.

Здесь отсутствует распределенная вдоль оси балки возмущающая нагруз
ка, вследствие чего дифференциальное уравнение движения будет однородным:

д2и„ д4и
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P 3EI, К р р У к ^ р к У р )

M i x )  F°l k AP)k A P x!1) - K t(p )K 2(p x / i )  
p  K - ( p ) - K 2(p)K4(p)

Амплитуда перемещений точки приложения возмущающей силы после 
тождественных преобразований оказывается равной

v(/) = Fo/3 ch/?sin/?-sh/?cos/?
P 3EIz l + ch/?cos/?

Запишем выражение для амплитудного значения изгибающего момента у 
заделки, имея в виду, что ^ ( о )  = 1, К2(о)= 0 :

л До) + sinl )
р{\ + ch/?cos/?)

Как показано ранее, из условия К 2(fir ) -  К 2(fir )К4{fir ) = 0 или, что то же 

самое, из равенства 1 + ch/?rcos/?r =0 (1.55) определяется параметр /?г , соот

ветствующий частотам собственных колебаний консольной балки. Сопоставле
ние (1.35) и (1.87) показывает, что при частоте возмущающей силы р , равной

одной из частот собственных колебаний балки сог , знаменатель в выражении 

для v(x) обращается в нуль, т.е. имеет место резонанс.

1.6.2 Р е ш е н и е  з а д а ч и  о в ы н у ж д е н н ы х  к о л е б а н и я х  
б а л к и  в г л а в н ы х  к о о р д и н а т а х .  Пусть к балке приложена произ
вольная возмущающая нагрузка qy (x,t), и дифференциальное уравнение дви

жения имеет вид (1.32)
д2и д4иут + EIz — ^  = q ( x , t ) .

0 dt2 2 дх4 у 
Представим решение уравнения в виде разложения по формам собствен

ных колебаний балки [1], соответствующих условиям ее закрепления,
00

U {x,t)= t , u r (x)qr (t), (1.90)
Г= О

и подставим это решение в дифференциальное уравнение

X  [т ои г (•Х)'4Г ( 0  +  E I z u k  ( х ) ч г ( О ] =  Чу  ( ч  0  • С 1 -9 1 )
г=О
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Следует учесть, что при колебаниях свободной балки частоте сог = 0 со

ответствуют две формы колебаний, которые, как показано в 1.3, можно привес
ти к взаимно ортогональному виду. Поэтому будем в дальнейшем считать, что 
все формы колебаний взаимно ортогональны. Формы колебаний и {х) пред

ставляют собой линейные комбинации частных решений дифференциального 

уравнения EI zurlv ( х ) -  m c o 2vr (x) = 0, следовательно, они удовлетворяют этому

уравнению. Поэтому можно записать EI и ™(х)= т со 2и (х). Подстановка в 

(1.91) дает
о °  Г  1

X [qr (0 + ® r 2<i r  ( t ) \m ou r W  = qy (*> 0  •
r = о

Умножим здесь правую и левую части на us(x) и проинтегрируем по х 

от 0 до /:
со I  /  /

X  Щг ( 0  +  ® г 2<1г ( O K  I и г (■X) Us (Х ) ^  = \ <1у (x , t ) Us (Х ) ^  •
Г = о о о

Учтем условие ортогональности форм собственных колебаний (1.68)
I
\ u r(x)us(x)dx = 0 п р и я ^ г

и получим

1 1qr(t)+cor2qr (t) = — \q y {x,t)ur {x)dx
1У1 г  о

(1.92)

где согласно (1.70) M r = m0ju r2(x)dx - обобщенная масса, соответствующая
о

свободным колебаниям балки с частотой сог .

Определенный интерес представляет случай, когда можно положить 
q (x,t)= f(x)T(t) .  Тогда

2 T i t ) 1 qr (t) + cor2qr (t) = ^ - j f ( x ) u r (x)dx . (1.93)

Xo

£

T(t)

Xo

■fix)

Рис .  1.27

► Если к балке в сечении х = х  при-
х

ложена сосредоточенная возмущающая 
сила F T { t ), то можно поступить сле-

дующим образом. Силу Fq (рис. 1.27,а)

представим сначала в виде распределен-
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ной на интервале Лх нагрузки f ( x )  (рис. 1.27,Ь) так, чтобы f (x )A x  = FQ. При 

этом
I хо +Ах

j f ( x ) u ( x ) d x =  j f ( x ) u ( x ) d x
о х„

По теореме о среднем имеем
х о +Ах

J / M  ur{x)dx=f(^)ur (^)Ax
хо

При Ах —» 0 получим

х < <̂ < х + А х .

\ f ( x ) u r (x)dx = Пт [ f(^ )ur (^)Ax\ = F0ur (x0).
о Дх—̂ 0

В рассматриваемом случае дифференциальное уравнение (1.93) примет
вид

qr{t)+a>r2qr {t)=F0ur(x0)T(t) /Mr . (1.94)

С использованием (1.90), (1.94) решим задачу о вынужденных колебаниях 
шарнирно опертой балки [1], нагруженной посредине гармонической возму
щающей силой Fqcos pt  (рис. 1.28), т.е. когда T{t)= cos p t .

Частное решение неоднородного у- 
уравнения (1.94) будем отыскивать в виде 

q* (t ) = Cr cos p t . Подстановка в (1.94) дает

Focospt
1/2 А .  1/2

£

С  = Fnuo r
s&s.

Р и с . 1.28
Общее решение уравнения (1.94) запишется как

( \  л • ^ Fnur(xn)qr {t)= Arsma>rt + Br cos cort + ----- /  x cos pt. (1.95)
M r {a>r2 -  p 2)

Первые два слагаемых здесь соответствуют собственным колебаниям 
системы. При установившихся вынужденных колебаниях они за счет сил тре
ния с течением времени затухают, и можно положить

qr (t ) = q * (?) = ----F°Ur (*°) cos p t .
M, {cor2 - p 2)

(1.96)

Для шарнирно опертой балки ur{x)= sin^y-x. Тогда

и k ) = и . ГО .  Ж Г
—

"VIIЙtflи

Ч 2 У
2

г-1
2( - l )  при нечетных г. 

0 при четных г
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f • 9 71 Г J mjM r = m0 J sin2 — xdx  =

Г-1
2(-1) 2 F  cos pt

m }®2Л -  P 2 / < )P l°>r.
Подстановка в (1.90) с учетом выражения (1.51) для со дает

Г-1

UУ {x,t) = 2F0l3 cos pt  ”  ( ~ l ) 2 sin(тггх/l)z
7Г EIz г =1,3,5... г 4(1 - p 2/co2)

(1.97)
P /Щ.

Ряд в (1.97) сходится быстро, и достаточно удержать 2...3 его члена. Из
гибающий момент равен

М  (x,t) = EI ЛИх. 
zV ’ 2 d t 2

Г-1
~Y

2FJ  cos pt  ”  ( - 1 ) 2 sin(;r rx/l)
7t z

т =1,3,5... Y ( l -  p 2/co2)ppco;
Здесь ряд сходится несколько хуже, и для обеспечения инженерной точ

ности решения нужно удержать 5...6 его членов. Если рассматривается пере
ходный процесс, т.е. вынужденные колебания при начальных условиях 

ди
и \t=0 = <р(х), ——1/=0 = \f/{x),, то нужно в (1.90) подставить (1.95), и мы полу-

dt
1чим

и
00 / V

,{x,t)= Z « r {x)\Ar s in ® / + Br cos cort + c r cos pt);

du (x,t) «
= cos cort -  corBrsmcort -  pCrsmpt).

dt r - 1

При ? = 0 J]ur (x)(Br +Cr ) = (p{x), J]ur (x)o)rAr = i//(x).

(1.98)

(1.99)

Чтобы найти постоянные Ar и В следует функции <р(х) и ///(.г) разло

жить в ряд по формам собственных колебаний балки. Если до начала нагруже
ния система находится в покое, т.е. (р{х)= 0, у/{х)= 0 , то из (1.99) имеем Аг = О,

вг =-сг.
На основании (1.97), (1.98) в этом случае окончательное решение будет 

иметь вид

1 В рассматриваемом примере перемещение балки как жесткого тела отсутствует, и суммиро
вание начинается с г=1. При четных г  коэффициент С г  = 0 .
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Г-1

( л  2F0P » u A x , t )  = — -—  2 ^
^  7T4FTJ l  1 ^ 1  -  г = 1 2 *

( - l )  2 sin(тггх/l)  
r4{ \ - p 2 /со2)

(cospt  -  cos cort).

1.7. Приближенный учет диссипативных сил при вынужденных колебаниях

В [1, 9] показано, что при вязком трении решение уравнений движения 
системы с конечным числом степеней свободы может быть записано в виде 
разложения по формам собственных колебаний системы без трения, если мат
рицу демпфирования представить как линейную комбинацию матрицы масс и 
матрицы жесткости. Первое из этих слагаемых позволяет моделировать внеш
нее трение, а второе - внутреннее трение. Подобный подход может быть ис
пользован и для стержней с распределенной массой [1].

Если масса балки равномерно распределена по длине, то и внешнее 
вязкое сопротивление будем считать также равномерно распределенным по

ди
длине, т.е. на балку действует погонная сила трения дтр = -2ато ^  .

Выделим из балки двумя сечениями бесконечно малый элемент длиной 
dx и приложим действующие на него силовые факторы, включая силы инерции 
(рис. 1.29). Из условия равенства нулю суммы проекций всех сил на ось у  по

лучим соотношение
д2и ди дО

т -----—+ 2am у = а . (1.100)
0 d t 2 0 dt дх  ну к J

Равенство нулю суммы моментов относительно оси z приводит, как и ра-
дМ7

нее, к зависимости О =  ̂ .
дх

До сих пор мы исходили из эле- q2u

ментарной теории изгиба балки, осно- ' 
ванной на гипотезе плоских сечений и 
законе Гука &хх=Еехх. Вязкое внут

реннее трение введем, полагая, что 
нормальные напряжения зависят не
только от деформаций, но и от скорости х
деформаций [1], заменив закон Гука Рис 1 29
выражением

I-  т  —dx

% и  дМ
с II ■— IУ

Т l y d x  + Q v +

Т

7 н — dx
d x

^ a..dr. W / 1  dQ у
y d x  

dit
-  2 am — —dx

dt



36

= Е
^ де ^

£хх+2Ъ^ Г  
v ^ у

(1.101)

Из гипотезы плоских сечений вытекает, что перемещение в направлении 
оси х точки поперечного сечения, отстоящей на у  от нейтральной оси, равно

ди ди
и,= ~ У -^-Е . Тогда 6 = ~—

дх  хх дх = -у-
д2 и̂  

д х 2
. Подстановка в (1.101) дает

<7 = - Е
Уд2и д3 и ^

 У-  +  2Ь -------
д х 2 d x 2dt

V У

(1.102)

Используя правило знаков, принятое в сопротивлении материалов, запи
шем с учетом (1.102) выражение для изгибающего момента:

М fycr dA = EW  XX

уд2и д3 и Л
у +2Ь у

А V
д х 2 d x 2dt

\ y 2dA
А

И Л И

М  =Е1
Z Z

\

д2 и д3 и
 У-  + 2Ь Е.
д х 2 d x 2dt

Тогда

д<2
— 2 = H I
дх 2

уд4и д5 и л
у +2Ь у

V
д х 4 d x 4dt

(1.103)
у

что после подстановки в (1.100) приводит к дифференциальному уравнению

д2 и ди
т -----— + 2ат ——Е + EI

0 dt2 0 dt

д4и д5 и
 E + 2b Е.
д х 4 d x 4dt = v (1.104)

Представим и (x,t) разложением по формам собственных колебаний сис-

00

темы без трения и (х,?)= X м (x)q  (t ) и подставим в (1.104):
У  г = о

f /{m0ur(x)[qr(t)+ 2aqr (t)] + EI zur1Y (x \q r (t) + 2bqr {t%= qy {x,t).
Г— 0

Далее будем следовать рассуждениям предыдущего параграфа. С учетом 

равенства EI и™ (х)=тосо2иг (х) получим

х  [qr (?) + 2 (а + 0}2b)qr (?) + o)2qr {t)]m0ur (х)= qy {x,t).
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S n m = ~ \ [ S u Y [ R j d r .  (2.2)
г

Рассмотрим бесконечно малый элемент тела d r . В пределах этого эле
мента вдоль осей x ,y ,z  действуют соответственно силы инерции

д2и д2и д2и
-  р  - d r ,  -  р  —dr, -  р  - d r ,  где р  - плотность материала. Для сокра-

d t 2 d t 2 d t 2

щения записи будем в пределах настоящего параграфа частные производные по
д2и

времени обозначать точками сверху (  — = и и т. д.), так что вектор сил инер-
d t 2

ции, приходящихся на единицу объема, равен

[Кп\ = - Р { йх йу й2} = - Р \ й^
Подстановка в (2.2) дает

S n m = p\[SuY[u]dr.  (2.3)
г

Воспользуемся тождественным соотношением

^ { [ S  и]т [м])= [д й]т [й] + [д и]т [й], 

где [:й] = {iix iiy iiz }, [8й] = {8йх 8 й у 8 й 2) .

Тогда

З П яя = - p j [ d u ] T[u\dT + p ^ ( [ S u ] T[u^jdT. (2.4)
Т  Т

Определим теперь кинетическую энергию Т . В пределах бесконечно ма
лого объема dr  имеем

dT = — { й 2 + й 2 + u A d r .\  х у  z  J

Для всего упругого тела

Т = — f (й 2 + й 2 +ul)dT.
J \  X  у  2  /

^  Г

Вариация кинетической энергии равна

8Т = р \ \ й 8 й ^  + u S u ^ + u S u \ d T  = p \ \S i iy. S i i S i i v
* \  *Л- *Л- у  у  Z Z /  « L Л у  Z

иу
йУ
й.

dr

или 8Т = /?|[Дй]т[й]<2г.
Т

Подстановка этого выражения в (2.4) дает
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Я71н = -а7’ + р / ^ ( М т[й])</г.
т

В итоге имеем

SV = SU + 8ПВН - S T  + p j - ^ ( [ s и]т[й]) dr  = 0.
Г

Проинтегрируем теперь последнее равенство по времени от t до t :

8  W  + Я вн - T ) d t  + Р \ [“]) d t d T  = 0 - (2.5)
tx Т tx

Рассмотрим интеграл

= ([^м]т[й])^2 . (2.6)
6 1 

В соответствии с процедурой рассматриваемого метода введем ограниче
ния на характер вариаций [Sи] . Потребуем, чтобы вариации [Sи] были равны

нулю на концах интервала интегрирования, т.е. при t = t и t = t [5].Тогда ин

теграл в (2.5) будет равен нулю, и мы получим
*2

s !(u  + n m - T ) dt = °- (2-7)
h

Интеграл ДП + 77вн -'/') dt Гамильтон назвал «действием». Можно теперь
h

сформулировать вариационный принцип Гамильтона или «принцип действия» 
Гамильтона: в процессе колебаний из всех перемещений, согласующихся со 
связями системы, в действительности имеют место такие, при которых «дейст
вие» имеет стационарное значение.

2.2. Определение приближенного значения низшей частоты 
собственных колебаний стержней методом Рэлея

Известно [1,9], что приближенное значение низшей частоты собственных 
колебаний системы с конечным числом степеней свободы может быть опреде
лено по формуле Рэлея

сох = 2UX/ M X, (2.8)

где U - потенциальная энергия системы при деформациях, соответствующих 

форме колебаний при низшей частоте [и1 ], а М х - обобщенная масса при той же
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2Ui = A E l J l \  M } = m l /5.

Отсюда

<  = 2 0 E l j ( m  J 4), cox = 4,472^ E l j ( m J 4).

Точное значение низшей частоты колебаний консольной балки постоян

ного сечения а>1 = 1,87 52 ̂  EI z /(т014) = 3,516^ EIz / (m J 4).

Погрешность приближенного решения составляет 27%. Постараемся вы
яснить причину столь высокой погрешности. Выбранная функция их(х) непло

хо представляет характер изогнутой оси балки при колебаниях. Но в формуле 
для потенциальной энергии деформации фигурирует вторая производная этой 
функции, которая здесь постоянна по длине балки, а ведь на свободном конце 
балки вторая производная должна быть равна нулю, так как равен нулю изги
бающий момент.

Примем теперь за их{х) удовлетворяющую геометрическим граничным 

условиям степенную функцию

их{х)= (х / /)2 - (х //)3/ з ,  (2.13)

у которой вторая производная и”(х)= 2(l -  х //) //2 обращается в нуль при х = /. 

Подставим их{х) и и"{х) в формулы (2.9) и (2.12) и получим

-  4EI 
2 U, = -----* I 1 -

v  4 El
dx =-

у ЪР

М т dx
1 1 / 7 7  /  
 0 _

105

/ 4i  о V

I f  2 1 з У
,  X2 1 X3

'J /2 3 /3
0 V ‘ 1 ,

Тогда по формуле Рэлея

со2 =140 EIz /([ \mol 4), 0)1 = 3,568^1 EIz /(m0l4).

Погрешность по сравнению с точным решением оказалась здесь равной 
1,5%, т.е. получается вполне приемлемый для практических расчетов результат.

Пойдем, однако, дальше. При х = / должна быть равна нулю и перерезы
вающая сила, т.е. u”{l)= 0 . Всем геометрическим и статическим граничным ус

ловиям удовлетворяет функция

и (х) =
У Л 2 ' X '

V /  У

2 ( х л3
IV I У

+  —  

6 /
и

V I У
\ х )  = -

/ 2

,  X21 - 2 — + —

/ / 2
(2-14)

Подстановка (2.14) в (2.9) и (2.12) дает

2Ul = 4EIz /(5l3), М х = 26ти0//405.
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По формуле Рэлея получим

< = 1 6 2 £ / z/(l3m o/4), 0)^=3,530у/EIz / (m J 4).

Погрешность по сравнению с точным решением составляет здесь уже 
только 0,4%. Обратим внимание на то, что формула Рэлея дает завышенное по 
сравнению с точным значение частоты колебаний. Объясняется это тем, что, 
задавая форму колебаний, отличную от действительной, мы как бы накладыва
ем дополнительные внутренние связи на стержень, система становится более 
жесткой, что и приводит к завышению частоты колебаний.

Рассмотрим теперь балку переменного сечения, приведенную на рис. 2.2. 
Ширина балки на расстоянии х от заделки 
равна b(x)= b(l -  х/21). Погонная масса 

то{х) и момент инерции сечения будут ве- ^
к

— ы
А• ...................  1
к  „ „ Г — — ц

Ь/2 
Т Ц  5)

о

личинами переменными и определяются 
зависимостями

mo(x ) = mo[l ~ x/(2l)l  / zW = / ; [ i - x / ( 2 / )]I

где т* и I* - соответственно погонная ^  ~ ~0 z Рис. 2.2
масса и момент инерции при х = 0.

Зададим форму колебаний их(х) в виде (2.13), которая дает для балки по

стоянного сечения удовлетворительные результаты. Подставим выражения для 
их(х), и”(х), то(х) и I z (x) в формулы (2.9) и (2.12) и после интегрирования по

лучим

2(7 = 7 £ /* /(б /3), М г =3\3m*l/5040.

Из формулы Рэлея имеем

ш; =18,786 Е Г / { т Т ) ,  = 4 ,3 3 4 ^ / ; /(/и07 " ).

Сопоставление последнего результата с частотой колебаний балки посто
янного сечения шириной b показывает, что за счет сужения балки к свободно
му концу частота колебаний увеличивается на 22%.

Рассмотрим теперь продольные колебания стержня постоянного сечения 
(А  = const,m o = const), закрепленного при х = 0 (рис. 1.5). Для приближенного

определения частоты колебаний со1 зададимся формой колебаний их( х \  удов

летворяющей геометрическим м1(о)=0 и статическим « '(/)=  о М / ) = о ]  гра

ничным условиям, в виде простейшей степенной функции

ui(x)= х/1 -  х 2/(212), u'i{x)= (l -  x/l)/l. (2.16)

Подстановка в (2.10), (2.12) дает
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2(7 = EA/ibl), M l = 2 mo // l  5.

Тогда в соответствии с (2.2)

G )\ =5EA/(lmol 2), o)l =1,581 ̂ E A / (m J 2).

Точное значение низшей частоты колебаний со1 = 1,571 ̂ EA/{mol 2), так что

погрешность приближенного решения составляет 0,65%.
При исследовании продольных колебаний стержня переменного сечения, 

представленного на рис. 2.2, положим А(х) = (l -  x/(2l))A* ,где А* - поперечное 

сечение стержня при х = 0. В соответствии с (2.10), (2.12), (2,16) имеем

2 ( 7 = 1 7 ^ 7 ( 4 8 / ) ,  М 1 = 7/и7/80.

Тогда

а /  =85ЕА*/(2\т/12), о)г = 2,012-J ЕA*/(m*J2).

И здесь за счет сужения стержня к свободному краю частота основного 
тона колебаний существенно увеличилась, а именно - на 27%.

2.3. Определение частот и форм собственных колебаний 
стержней методом Рэлея-Ритца

2.3.1. Основные расчетные формулы. Воспользуемся вариационным 
уравнением Гамильтона, которое для случая свободных колебаний принимает 
вид

Г
S j ( U - T ) d t  = 0.

6
Представим перемещения и (x , t \  и (х,п, 3 \x,t) разложениями по

формам собственных колебаний:

и (х,П 
uy (x,t) 
3x(x,t)

Е % ( * к г(0- (2 -17)г= 1

Здесь иг (х) - форма колебаний, соответствующая частоте сог , qr(t) -
00 00

главная координата. При этом справедливы зависимости U = Y V r , T = Y j r ,
г=1 г= 1

где Uг и Тг представляют собой потенциальную и кинетическую энергии при 

колебаниях с частотой со...



45
Рассматривая движение по одной из форм колебаний, запишем вариаци

онное уравнение Гамильтона в виде

S]{ur - T r)dt = 0. (2.18)

В [1,9] показано, что для систем с конечным числом степеней свободы

Tr = \ M rqlit), Ur =Urql{t). (2.19)

Здесь M r - обобщенная масса при колебаниях с частотой cor , Ur - по

тенциальная энергия при деформациях, соответствующих форме колебаний иг .

Поскольку, как уже отмечалось, для исследования колебаний стержней с рас
пределенной массой можно воспользоваться предельным переходом от систем 
с конечным числом степеней свободы, то зависимости (2.19) справедливы и в 
рассматриваемом случае.

Подстановка (2.19) в (2.18) дает

В дальнейшем для удобства изложения будем детально рассматривать 
поперечные колебания, а затем обобщим на случай продольных и крутильных 
колебаний стержней. Движение системы при колебаниях с частотой со опреде

ляется одним членом ряда (2.17)
uyr(x,t)=ur(x)qr(t).

При свободных колебаниях qr(t) = sin(cort + cpr ). Примем сдвиг фаз 

срг = 0 , положив qr(t)= sincort. Поскольку qr(t) известная функция времени, то 

вариация перемещений
8 и (x,t)= 8 и sin® t.

у  г  V /  г  г

В соответствии с принципом Г амильтона вариации перемещений 
Suyr{x,t) на концах интервала интегрирования при t = tx и / = у должны быть

равны нулю. В нашем случае это возможно, если sincorti = sin®r/2 = 0. Положим 

поэтому tx = 0, t2=7tjcor и подставим qr(t) и qr (t) в (2.20):

8 J \Ursin2CL>rt--CL>yMrcos2CL>rt)dt = 0. 
о

Заметим, что если срг ф 0, то пределы интегрирования приняли бы другие 

значения, и только. Имея в виду, что



46
7Г /(0Г 71 j  (О r

J sin 2(ortd t=  J cos2 со rt dt = 7r/{l(or ), 
о о

представим вариационное уравнение в виде

- \ с о 2г М г ) =  0.

При изгибных колебаниях имеем
—  1 1

Ur = - \ E I z (x){u"r (x ) f  dx,
Z п

(2.21)

(2 .22)

(2.23)M r = \m o{x)u2r {x)dx.
о

Следуя методу Ритца, будем форму колебаний иг(х) отыскивать в виде 

усеченного ряда

и
т

• (*)= Y,akvk {x). (2.24)
к = 1

Здесь vk (x) наперед выбираемые так называемые координатные (базис

ные) функции, удовлетворяющие геометрическим граничным условиям, ак -

числовые параметры, подлежащие отысканию.
Представим (2.21) в виде

5 Ф  = 0 ,  Ф  = и г - \ с о 2г М г .

Подставим в Ur и М г . приближенное решение (2.24) и получим функ

ционал
/

Ф  = k \ E I z ( x )
т  " (  \

& 
”

1
Щ

н
-

§ о

да
Z <*kvk(x)

_ к = 1 0 к  = 1

dx. (2.25)

Индекс г при со здесь и далее опускаем. Так как функции vk {x) заранее 

выбираются, то после интегрирования получим Ф = Ф[рл а2. . .ап. . .ат). Запишем 

выражение для вариации 5Ф и приравняем ее нулю:
Д  дФ 8Ф=  У —— 8 а =0.
^  Л П
П = \ дап

Здесь 8ап - произвольные вариации. Поэтому должно иметь место 

дФ/дап = 0 {п = \,т). Продифференцируем (2.25) по ап и получим

^  = !EIzixyn(x) t akvk(x)(bc-co2jmo{x)vn{x)fjakvk{x)dx = 0.
° а п  О к = 1 о  к = 1

Представим теперь интеграл от суммы в виде суммы интегралов
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m i  т 1 /  \
£  ■ak I EIz M  v« (xK  _ ®2 £  ak J ■ffl0 (xK  (xK  = о , («= i, /и j.
&=1 0 k=1 0

Обозначим через EI* и щ* изгибную жесткость балки и ее погонную 

массу в некотором фиксированном сечении, умножим предыдущее равенство 

на 13/(е 1*) и запишем

[ I  (х) „

~Z Z  и  " ' о

III *"

r
k = 1 0  E

\ ( x ) v l ( x ) d x - 0) Y СЦ - J — (X)vk(x )dx = °- (2-26)EI, k=i I 0 m.

Введем обозначения

X = a>2m*l4/{E ll )  или со2 = EI*zX/(m*0l 4), (2.27)

0 h  l 0 mo
Причем, как нетрудно заметить, Ank=Akn, В пк = Вкп .Тогда равенство 

(2.26) представятся в виде

£ ( Л * - ЛВп * К = 0 ’ п = \,т. (2.28)
к  =  1

Относительно параметров ак мы получили систему линейных однород

ных алгебраических уравнений, которая имеет нетривиальное решение при ра
венстве нулю ее определителя. Из этого условия находятся значения X , а затем 
по (2.27) - частоты собственных колебаний со.

Введем матрицу-столбец [а] = {а ,а } квадратные симметричные

матрицы размером m х ш

[ Л ]

Г  А А 1 [В в 1
11 12 ” 11 12 ••

А А
- [В] =

В в
21 22  ” 21 22  ”

и запишем систему уравнений (2.28) в матричной форме:
([Л]-Я[В])[а] = [0]. (2.29)

Из этой записи видно, что параметры 2,. {г = 1,ш ) и соответствующие им

векторы [ar ] = {air,a2r,...,amr} находятся из решения обобщенной проблемы

собственных значений. По формуле (2.27) подсчитываются частоты собствен
ных колебаний сог ,а форма колебаний иг (х), соответствующая частоте сог , оп

ределится по формуле
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и .
т

М =  1 > л М (2.30)
к =1

При вычислении коэффициентов A k , Впк целесообразно перейти к без

размерной координате £ = х/1 , что дает

А • Ш .. , , ТУ! ч  я

К  (<?)*?. (2.31)'пк -V j * п
( й

где штрихами сверху обозначены производные по £.

Если с балкой связаны q - сосредоточенных грузов, то согласно (1.71)

обобщенная масса будет равна

1 q { \М г = \т 0 (х) иI (x)dx + Y ,MjU2 (x j ),
о j =i

где М . - масса груза, расположенного на расстоянии х . от начала координат.

Повторив для этого случая предыдущие выкладки и введя обозначение 

к  . = М  . в итоге получим

в пк = ^ г ^ й( £ К ( £ ) ^  + ( 2 . 3 2 )
о т о j =1

При исследовании продольных колебаний стержня переменного сече
ния аналогичные рассуждения дают

0)2=Л г в Я:Апк

Bn k = i ^ ^ Vn{Z)Vk{Z)d%+f]KjVn{Zj)vk{Zj)-
0 т 0 j=  1

(2.33)

а для крутильных колебаний имеем

,  У Д к р Ц ) ,
1̂,

GL
Л;п к = \ ^ — № У к(%)В%, а):

0 Укр

Bn k = \ Im̂ Vn{%)VA%)d% + i x j Vn{%j)Vk{%j\
j =1

(2.34)

Здесь ЕА*,т* - жесткость стержня на растяжение и его погонная масса, 

G /* , /*1п - жесткость стержня на кручение и погонный массовый момент инер

ции в фиксированном сечении. При продольных колебаниях Kj = М j  Д /w*/), а 

при крутильных колебаниях = / и/ / ( / г д е  / д// - массовый момент инер

ции относительно оси х груза, расположенного в сечении х = х ..
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2.3.2. В качестве первого примера на применение метода Рэлея-Ритца 

рассмотрим определение частот собственных колебаний консольной балки по
стоянного сечения (рис. 2.1). При выводе вариационного принципа Гамильтона 
мы использовали принцип Лагранжа, из которого, как следствие, вытекают ста
тические граничные условия [6]. При решении задач методом Ритца с доста
точным числом членов ряда они удовлетворяются приближенно, в интеграль
ном смысле. Поэтому не требуется, чтобы координатные функции vk (x) в обя

зательном порядке удовлетворяли статическим граничным условиям; достаточ
но, чтобы они удовлетворяли геометрическим граничным условиям. Зададимся 
сначала в качестве координатных простейшими степенными функциями

Vt (#) = | ‘ +' (к = й , ) .  (2.35)

При любых значениях к имеет место н (о )=  0, н (о )=  0, т.е. геометриче

ские граничные условия удовлетворяются. Ограничимся представлением фор
мы колебаний двумя членами ряда (2.24):

ur ^ ) = a p ^ ) + a 2v2̂ )
В соответствии с (2.35) имеем

= V2(#) = # \  v’p ) = 2 ,  V2"(#)=6# (2.36)

При двух членах ряда система уравнений (2.28) примет вид

(4 , ~ л в Л а, + (Ап = °;1 п  171
(А - Л В  )а +(А - Л В  )а =0 . |  ' ' ’v 21 21 '  1 v 22 22 '  2 J

Собственные значения А отыскиваются из равенства нулю определителя

(Аг1- Л В 21) (А22- Л В 22)

Поскольку рассматривается балка постоянного сечения, положим 

т *=т о, / * = / z, подсчитаем коэффициенты Апк и Впк по формулам (2.31) с 

учетом (2.36):

4,=4}rf<f = 4, = 1/5,
О о

а12 = а 21 = 1 2 = 6, /; = в 21 = к щ  = 1/ 6 ,
О о

А 21= Щ ? - с 1 4  = П ,  B 22= k “d ^  = \ p .
О о

Подставим полученные значения коэффициентов в (2.38):

0. (2.38)

( 4 - А /5 )  ( 6 - А /6 )  
(6 -  А/6) (12 -  А/7)

= 0.
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Развернув определитель, приходим к квадратному уравнению

Я2 -1224/1 + 15120 = 0, 

из решения которого получаем \  =12,480, Л2 =1211,5. В соответствии с (2.27) 

частоты колебаний равны

а,  = 3,5338^ E I z /(m0l 4), т2 = 34,807 ylEIz /(m0l 4).

Погрешность в значении со1 по сравнению с точным решением составляет 

0,5%, а погрешность в со 2 - 58%, поскольку точное решение дает

со2 = 22,035^E l z /(т014) . Чтобы получить более точное значение со2 при ис

пользованных координатных функциях, нужно взять не два, а больше членов 
ряда (2.24).

2.3.3. Перейдем теперь к определению частоты форм собственных ко
лебаний балки переменного сечения. В дальнейшем функции (2.35) будем на
зывать координатными функциями типа 1. Координатные функции типа 2 
представим двучленом vk (j;)= £ k+1 + a k<̂k+2, причем коэффициент crk опреде
лим из условия, чтобы vl(  1) = 0, что обеспечивает равенство нулю изгибающего 
момента на конце балки. В итоге имеем

Vk( ^ ) = ^ k+l + ———^k+2 (2.39)
k + 2

Координатными функциями типа 3 назовем формы собственных колеба
ний консольной балки постоянного сечения (1.56):

. { £ ) = ф ке) + Щ ^ ф к?);V,

ч т

(2.40)

Изгибающий момент при перемещениях vk (x) обозначим через М к{х) и 
он равен М к (х) = E lz (x)vk (x) , в силу чего при использовании (2.39) для балки 
переменного сечения изгибающий момент М к на конце балки равен нулю. Рас
смотрим теперь перерезывающую силу, соответствующую перемещениям 
vk (х ). Она определяется как Qk (x)= \EIZ {x)vnk (х)] или

Q k ( X ) =  E I ' z ^ y l X ) + E 1 z ( X ) Vk ( X )- ( 2 -4 1 )

Значит, еслит^(/)=0, то на свободном конце балки переменного сечения
перерезывающая сила Qk(l) будет равна нулю при % (/)= 0 .Таким требованиям
по природе своей удовлетворяют функции типа 3 (2.40). Значения параметра 
Рк приведены в п. 1.2.3.
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Определим частоты и формы колебаний балки переменного сечения, изо

браженную на рис. 2.2, представив форму колебаний двумя членами ряда и 
воспользовавшись координатными функциями типа 2 (2.39):

v ,(# )= # ’ - # 7 3 ,  уД Д = ^ - ^ / 2, 

v1' ( f ) = 2 ( l - f J), у " ( Д = б ( Д - 0 .

В соответствии с (2.15) имеет место /и0(^)//и* = I z ц ) / д =1 -  # /2 , 
и коэффициенты Впк (2.31) равны

Д, = 4/(1 -# /2 )(1  - # ) + #  = 7 /6 ,
О

Д , = 1 2 /(1 -Д/2)(1 -  #)(# -  f  = 0,8 ,
о

А 2 = 3 6 |(1 -# /2 ) (# -Д - )+ #  = 0,9,
о

Ви =](\-%/2)(%2 ~ ^ / 3 ) 2d% = 6,21032 ЛО 2,
0

Ви =](\-%/2)(%2 -% 3/3 )(^3 - ^ 4/ 2 ) ^  = 3,98479-КТЛ
0

g 22 = j ( l -  ^/2)(«f - £ 4/2 )2d£ = 2,61905 -10 2.
0

Подстановка значений и 6 ?/i. в определитель (2.38) приводит к урав

нению Я2 -  586,9952, + 10605,946 = 0 ,
решение которого дает собственные значения =18,6612, 22 =568,333. Со

гласно (2.27) частоты колебаний равны со1 = 4,3199л] EI^ /(m*J4),

со2 = 23,840^1 EI*z /(m*l4).
Перейдем теперь к нахождению форм собственных колебаний. Собствен

ные значения А и 22 определены из условия равенства нулю определителя сис
темы уравнений (2.37). Следовательно, при А = Аг (г = 1,2) уравнения (2.37) бу
дут линейно зависимы, и собственный вектор [ar ] = {air ,а 2Г} может быть най
ден лишь с точностью до постоянного множителя. Для этого положим air = 1 и 
одно из уравнений системы (например, второе) опустим, записав

(А - ДА К  + (А - А А к ,  = °-
Зададимся при 2 =18,6612 значением а =1, а при 22 =568,333 положим 

а = 2 и после подстановки в последнее равенство числовых значений получим 
а =-0,1371, а22 = -3,1243. Таким образом, собственные векторы имеют вид 
[ a j  = {l -0,1371}, [а2] = {2;-3,1243}.

В соответствии с (2.30) для форм колебаний получим выражения
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зать, удовлетворительные результаты. Правда, при т = 4 погрешность в значе
нии частоты колебаний со4 великовата. Но зато сами координатные функции

имеют более простой вид, и для обеспечения необходимой точности в опреде
лении интересующей на частоты колебаний можно увеличить число удержи
ваемых членов ряда (2.24).

Таблица 1

Число 
членов 
ряда т

Тип
функций

У\ ех,% У 2 *2,% Уз £ 3 , % У 4 е4,%

1 2 4,3343 0,44 — - - - — -

3 4,3258 0,25 — - - - — -

2 2 4,3199 0,11 23,840 1,36 - - - -

3 4,3153 0 23,591 0,31 - - - -

3 2 4,3153 0 23,771 1,07 65,689 3,94 - -

3 4,3152 0 23,521 0,01 63,353 0,24 - -

4 2 4,3152 0 23,523 0,02 64,561 2,15 132,80 8,45
3 4,3152 0 23,520 0 63,203 0 122,68 0,19

5 3 4,3152 0 23,519 0 63,202 0 122,45 0
6 3 4,3152 - 23,519 - 63,200 - 122,45 -

/•
а /1

/

Mi т01

<-------------- - —►

^ 1/2 ^ М\= т01^  W

Рис. 2.4
л

На рис. 2.4 представлены расчетные 
модели, где на балке постоянного сечения 
расположен груз (сосредоточенная масса 
М 1= т 01) при ^ = 1  (рис. 2.4,а) и при
£  = 0,5 (рис. 2.4,Ь).

Положив т* =т , / * = /  , в соответ-
0 О ’ Z  Z  ’

ствии с первой формулой (2.31) и формулой 
(2.32) имеем

Апк = \ v Hn(€Vk(€)d€;
о

Bnk=\Vn(4)Vk(Od4 + KS n& ) V k & ) ’ Ki = M j ( m Ql) = \. 
о

Расчеты на ЭВМ были выполнены с использованием координатных 
функций типа 2 и типа 3.Частоты колебаний определялись по формуле (2.42) 

при т* =т 1*=1  .Значения параметра у  для случая, когда масса М  распо-
U U Z* Z* F 1

ложена на конце балки, приведены в таблице 2. Там же даны значения этого 

параметра при точном решении задачи, полученном в п. 1.2.3 ( у  = /?2).

(2.43)



54
Таблица 2

Число 
членов 
ряда т

Тип
функций

У\ ех,% У 2 *2,% Уз £ 3 , % У 4 е4,%

1 2 1,5581 0,02 — - - - — -

3 1,5724 0,97 — - - - — -
2 2 1,5573 0 16,285 0,22 - - - -

3 1,5596 0,15 16,558 1,90 - - - -
3 2 1,5573 0 16,284 0,22 51,699 1,52 - -

3 1,5580 0.05 16,334 0,58 52,059 2,28 - -
4 2 1,5573 0 16,251 0,01 51,597 1,37 110,01 4,57

3 1,5576 0,02 16,290 0,25 51,367 0,93 107,53 2,21
Точное решение 1,5573 16,250 50,896 105,20

При анализе таблицы следует иметь в виду, что из-за наличия на конце 
балки груза перерезывающая сила здесь не равна нулю. Координатные функции 
типа 2 не противоречат этому условию. Результаты расчета можно считать 
вполне удовлетворительными. Перерезывающая сила Ок 0 ), соответствующая

функциям типа 3, на конце балки обращается в нуль. И тем не менее, погреш
ность в значениях сог невелика, а в некоторых случаях она даже ниже, чем при

использовании функций типа 2.
Таблица 3

Число 
членов 
ряда т

Тип
функций

У\ ех,% Уз S2,% Уз £ 3 , % У  4 е4,%

1 2 2,9998 3,75 — - - - — -
3 2,9088 0,61 — - - - — -

2 2 2,8929 0,06 14,908 4,75 - - - -
3 2,8919 0,02 14.323 0,64 - - - -

3 2 2,8927 0,05 14,607 2,63 64,675 4,86 - -
3 2,8919 0,02 14,323 0,64 61,625 0,01 - -

4 2 2,8916 0,01 14,279 0,33 63,810 3,45 111.32 16,1
3 2,8914 0 14,245 0,09 61,682 0 96,996 1,18

6 3 2,8913 14,232 61,681 95,858

В таблице 3 приведены результаты расчета для случая, когда груз распо
ложен в среднем сечении балки. В последней строке таблицы приведены значе
ния уг для первых четырех частот колебаний, полученные с использованием
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vk{g)= sin ^ ^ 2 ^ %’ представляющие собой формы собственных крутильных

колебаний стержня постоянного сечения, закрепленного при Е, = 0 .

Результаты расчета представлены в таблице 4, где через уг обозначен ко
эффициент формулы

(2.44) 

Таблица 4

Число 
членов 
ряда т

Тип
функций Гг s v % ^2 S2,% ^3 £ 3 , % Г  4 *4>%

1 4 2,3826 4,80 - - - - — -

5 2,3229 2,17 - - - - — -

2 4 2,2747 0,05 5,5232 9,49 - - - -

5 2,2747 0,05 5,1246 1,59 - - - -

3 4 2,2734 0 5,0459 0,03 9,1601 13,6 - -

5 2,2745 0,04 5,0468 0,05 8,1588 1,18 - -

4 4 2,2734 0 5,0458 0,03 8,0961 0,41 13,243 30,4

5 2,2646 0 5.0466 0,05 8,0671 0,05 11,252 0,90

5 5 2,2735 0 5,0445 0 8,0663 0,04 11,153 0,02

6 5 2,2734 - 0,0443 - 8,0633 - 11,151 -

Процент погрешности решения е указан по сравнению с данными по
следней строки таблицы, полученными с использованием функций типа 5 при 
шести членах ряда (2.24).

Анализ таблицы показывает, что очень хорошие результаты получаются, 
когда в качестве координатных функций принимаются формы собственных 
крутильных колебаний стержня постоянного сечения (функции типа 5). Расчет 
по функциям типа 4 дает хорошие результаты для частот колебаний, номер ко
торых меньше числа членов ряда, хотя при этом и удовлетворяются все гранич
ные условия.

Приведенные примеры расчета показывают, что при определении частот 
собственных колебаний стержней переменного сечения методом Рэлея-Ритца, 
хотя, в принципе, и достаточно, чтобы координатные функции удовлетворяли 
только геометрическим граничным условиям, но наилучшие результаты полу
чаются, если в качестве координатных функций (из всех рассмотренных) ис
пользуются формы собственных изгибных или крутильных колебаний стерж
ней постоянного сечения.
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2.4. Определение частот и форм собственных колебаний 

стержней методом Бубнова-Галеркина

Дифференциальное уравнение свободных поперечных колебаний балки 
переменного сечения на основании (1.31) имеет вид

д2
д х 2

EIz (x)-
д2и (х, t )у  

д х 2
д2и (x,t)

+ тЛх)   ------- = 0.
oV 7 d t 2

Имея в виду, что собственные колебания носят гармонический характер, 
будем отыскивать частное решение этого уравнения в форме

uyr (x,t) = ur (x)sin(tf;/ + (рг )
и получим относительно иг (х) дифференциальное уравнение

\EIz(x ) и"(х)]”-  о)2 т0(х)иг(х)= 0. (2.45)
Последнее равенство можно рассматривать как дифференциальное урав

нение равновесия, записанное относительно амплитудных значений перемеще
ний при колебаниях с собственной частотой сог . Представим приближенное
решение уравнения (2.45) в виде усеченного ряда

и
т

.(* )= (2.46)
к - 1

где ак - подлежащие отысканию постоянные, vk (x) - наперед выбираемые ко
ординатные функции, которые должны удовлетворять не только геометриче
ским, но в обязательном порядке и статическим граничным условиям. Подста
вим (2.46) в левую часть (2.45):

т

akvl ( x )
к - 1

т

- ® > 0(х) 2 > л ( 4
к - 1

Следуя теперь процедуре метода Бубнова-Г алеркина, умножим последнее 
равенство на vn{x) (п = 1,т ), проинтегрируем по длине балки и приравняем ну
лю:

R M
гп

El z (x)Y.akvk (x)
к - 1

* т
dx -  со2 j то(х) vn(x)Y,akvk(x) dx = 0.

k=\

Индекс г при о)1 в последнем равенстве опущен. Умножим его на / 3/ EI*Z 
и, заменив интеграл от суммы суммой интегралов, запишем

т / з  I г -iff П1* 14ГЙ2 т 1 ^
X 'а к Vn СX ) [ J Z  (х У к  (*)] d x -У7— Y u a k  “ Ту! т 0 С (Ф к  ( x ) d x  = 0 •
к= 1 h  0 Е12 к=1 т010
Здесь, как и ранее, E I *, т* - изгибная жесткость и погонная масса в не

котором фиксированном сечении балки. Перейдем в интегралах к безразмер
ным координатам Е, = х/1 и введем обозначения

т*14со2 
Л -  0

ЕГ
(о‘

ЕГЛ  

m 'J 4
(2.47)
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Спк Д к ц ) [ / гЦ К Ц ) ] " < Ц ,  В „ * = Л К ( # К ( # К ( # ) 4 Г -  (2-48)
I z  0 fflo О

где штрихами обозначены производные по Е, . В итоге придем к системе одно
родных линейных уравнений относительно параметров ак :

(2.49)
к = \

Эту систему уравнений можно, как и в методе Рэлея-Ритца, привести к 
матричной формулировке обобщенной проблемы собственных значений

([С]-Я[В])[а] = 0, (2.50)
где [а] = {а а . . .а  }, а матрицы [С] и [В] размером т х т имеют вид

[С] =

Г  с  с  1 [В в 1
11 12 ” 11 12 ••

С С
- [В] =

В в
21 22 •• 21 22  * * (2.51)

Матрица [В] симметричная, ее элементы имеют такую же структуру, как 
и в методе Рэлея-Ритца. Из записи (2.48) следует, что коэффициенты Спк и Скп 
подсчитываются по разным формулам, так что формально Спк ф Скп, и матрица 
[С] не является симметричной. В действительности это не так. Для доказатель
ства сказанного проинтегрируем выражение (2.48) для Спк дважды по частям:

пс„к = j v„ Ц )[ц  Ц К  Ц) ]"4f = v„ Ц)[/г Ц К  ( # ) ] ' [ -  к  Ц)[Ц Ц К  Ц ) ]' 4Г =

1
ц ) [ ц ц ) у д ц ] ' [  - у; ц )ц ц )у̂ ц х + р гц ) у ; ц ) у : ц ) ^ .

Обозначим через М к{^), Qk(£) соответственно угол поворота се
чения балки, изгибающий момент и перерезывающую силу при перемещении

^ Ц )= п -Ц )А ,  м щ ) = £ / 2ц к Ц )А ! , & Ц ) = [ £ / гЦ К Ц ) ] > .
Тогда можно записать:

г-I С = —z  пк *„Ц )е4Ц)|' -  5 „ Ц ) м ,ц ) | 'J+ / ц ц к ц к ц ц # .
о

Если функция удовлетворяет геометрическим и статическим гра
ничным условиям балки, то при любых условиях ее закрепления первые два 
слагаемых последнего равенства обращаются в нуль. Следовательно,

П с пк= Ь м У М К Ш = 1 и пк.
о

где А к - соответствующие элементы симметричной матрицы \А] метода Рэ
лея-Ритца.
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Таким образом, мы доказали, что матрица [С] при решении задачи мето

дом Бубнова-Г алеркина - симметричная.
Рассмотрим теперь приложение метода Бубнова-Галеркина к определе

нию частот и форм крутильных колебаний стержня переменного сечения. В со
ответствии с (1.5) дифференциальное уравнение собственных колебаний по
добного стержня имеет вид

83 (x,t)
dt1 дх

G /KPW -
дх

= 0. (2.52)

Представим частное решение дифференциального уравнения в виде
3rx(x,t)  = 3r (x)sin(a)rt + (р) 

и после подстановки в (2.52) получим

[G/Kp (*>9'(*)1 + ®г2/шо ( Ф ( х )  = 0.
Здесь i9r (х) представляет собой амплитудное значения угла закручивания 

при колебаниях с частотой сог . Будем отыскивать приближенное решение по
следнего уравнения, как и ранее, в виде усеченного ряда

т
3r{x)= Y,akvk {x).

к - 1

При этом координатные функции vk{x) представляют собой опять же уг
лы закручивания и должны удовлетворять геометрическим и статическим гра
ничным условиям при кручении стержней. Применяя далее процедуру метода 
Бубнова-Галеркина аналогично случаю поперечных колебаний, придем к 
обобщенной проблеме собственных значений (2.50). Элементы Спк и Впк мат
риц (2.51) в безразмерных координатах £, = х/1 , а также параметр X оказывают
ся равными

с„4 = - - ^ Ы Ц [ / Кр ( Ц ^ ) Г # .  В„к = - ! } / „ „ Ц К ( # К ( Ц 4 Г ,  (2.53)
z 0 z 0

Х = Г  12(оЧ[оГ  ), со2 =GI* Х / ( Г  12). (2.54)то /  \  к р / ’ к р  /  V то /  v '

Здесь по-прежнему G7*p, 1*то - соответственно жесткость на кручение и

погонный массовый момент инерции стержня в некотором фиксированном се
чении. Коэффициенты Впк имеют формально такой же вид (2.34), как и при
решении задачи методом Рэлея-Ритца, и образуют симметричную матрицу [В] . 
Что же касается коэффициентов С к ,то после интегрирования (2.53) по частям 
получим

= - v „ ( f K p f e > 4 f ) [  (2-55)
0

Имея в виду, что крутящий момент М к , соответствующий углу закручи

вания vk {£), равен М к(^) = (Икрv'k ( ^ ) j l , первое слагаемое правой части равен

ства (2.55) может быть приведено к виду [- lvn{ < ^ ) M При любых уело-
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виях закрепления стержня по торцам Е, = 0 и Е, = 1 это слагаемое обращается в 
нуль. Тогда

4 f n k = J  ̂  (<г К  ( # К  ( < r t e r = Ч Л ь
о

где А к - элемент симметричной матрицы \А] (2.34) метода Рэлея-Ритца.
Следовательно, определение частот и форм собственных колебаний 

стержней методом Бубнова-Галеркина сводится к решению обобщенной про
блемы собственных значений (2.50) с симметричными матрицами. После опре
деления А и соответствующих им векторов [а ], по формуле (2.54) находятся
частоты, а по (2.30) формы собственных колебаний.

Что же касается результатов расчета по методу Бубнова-Галеркина, то 
они получаются такими же, как и по методу Рэлея-Ритца в случае использова
ния при этом координатных функций, удовлетворяющих всем граничным ус
ловиям. Из рассмотренных в настоящем пособии - это функции типа 3,4, и 5.
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где / / + т а 2 - погонный массовый момент инерции крыла относитель

но оси жесткости.
Мы получили систему дифференциальных уравнений совместных изгиб- 

но-крутильных колебаний крыла. Обратим внимание на то, что при сг = О сис
тема распадается на два не связанных между собой дифференциальных уравне
ния, соответствующих изгибным и крутильным колебаниям.

3.2. Определение низших частот и форм собственных изгибно-крутильных 
колебаний крыла методом Бубнова-Г алеркина

При отсутствии возмущающих сил система дифференциальных уравне
ний (3.4) принимает вид

у л

I

д2и
____У

dt2

d23„

-  т„<7-
д2з „ а 2

dt2
д2и

+

т а - у

dz2

д
dz

d 2u 
ЕТ ---- ^

dz2 V У

r d3  л 
GI

V
к р dz

= 0 ;

0.
у

(3.5)

(3.6)

Qt 2 ” Qt 2

Следуя работе [3] будем отыскивать приближенное решение этой систе
мы уравнений в виде

и {z,t)= acp(z)sm{cot + а);
3z(z,t)=b y/(z) sin(&>? + a),

т.е. полагаем, что частоты изгибных и крутильных колебаний совпадают. К 
этому можно прийти из следующих соображений. Если совершаются изгибные 
колебания с частотой со, то, как видно из второго уравнения (3.5), момент от 

инерционных сил (-  т0а d2uy ĵ d t 2) будет возбуждать колебания кручения с той 

же частотой. Из первого же уравнения (3.5) следует, что при крутильных коле
баниях с частотой со за счет силы инерции (-  тга d 23z / dt2) будут возбуждать

ся изгибные колебания также с частотой со .
Функции cp(z) и i//(z), которыми задаемся, должны удовлетворять гео

метрическим и статическим граничным условиям задачи:
ср{о)=о,  ср\о)=о,  / ( / ) = о, / ' (0= 0 ;  ИР)=о, / ( / ) = о. (3.7)

где через / обозначена длина консоли крыла.
Подстановка (3.6) в левые части (3.5) дает

-  асо2т0ср(г) + bco2m0cn//(z)+ а[Е1х / 00]”;]
-  bсо21Ш)ц/{г) + aco2m0<jcp{z) -  b[ciкр/ (z )] '.

(3.8)
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Следуя процедуре метода Бубнова-Г алеркина, умножим первое из выра

жений (3.8) на (p{z), второе -  на y/(z), проинтегрируем от 0 до / и результат

приравняем нулю

1 1 1 „ »- aco2f m 0(p2(z)dz +bco2\m 0<7(p{z)if/{z)dz + af(p(z)[EIx/ ( z ) ]  dz = 0;
0 0 0

1 1 1 г < 1'- b c o 2p m0y/2( z ) d z  + aco2^m0(7cp(z )y / ( z )dz -b^y/ ( z )^j IKVy/,(z) \  dz  = 0.
o o o

(3.9)

Введем обозначения
i

A  =](p{z )lEIAz)cp"{z)]'dz,Bl =]m0cp2{z)dz,A2 =-]y/{z)[GI^{z )y/ '{z )]dz;
о 0
/ /

B 2 = \ I m0y/ 2 (z ) d z ’C l2= \ m 0(z)cr(z)cp(z)y/ (z)dz .
о 0

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Если выражения для Ax и A2 проинтегрировать по частям и учесть гра

ничные условия (3.7), то, как это было показано для подобных зависимостей в 
п. 2.4, они могут быть приведены к более простому виду:

А  =! E Ix (z )[(p\z ) Y d z ’ A  = jG /Kp( z ) [ / ( z ) ] 2̂ z.
о о

С учетом принятых обозначений равенства (3.9) запишутся как

(Аг -  со2Вх)а + со2СиЬ = 0 ; 
со2С\2а + (А2 - со2В2)Ь = 0 . J

Мы получили относительно параметров а и b систему линейных алгеб
раических однородных уравнений, нетривиальное решение которой будет 
иметь место при равенстве нулю определителя системы, т.е.

(А1 -  со2В 1) ( А 2 -  со2В 2) - с о 4С 22 = 0.

Введем обозначения

Р = В В - С 2 Q = A B + A B ,  R = А А12 12’ ^  12 2 1 ’ 12
и, представив (3.13) в виде

Рсо4 -  Qco2 + R = 0, 

получим два значения квадрата частоты колебаний

_ Q + ^ Q 2 -  4 ^

(3.13)

(3.14)

со
1,2 2 Р

(3.15)

В дальнейшем будем считать со] низшей частотой колебаний, а со 2 - выс

шей частотой.
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Если центры масс совпадают с осью жесткости( сг = 0), то С = 0 , и на 

основании (3.13) получим
А -со2В = 0 , А -со2В =0.1 1 ’ 2 2

Первое из этих равенств позволяет определить приближенное значение 
частоты чисто изгибных колебаний сот т , второе - чисто крутильных колебаний

со,.к р  '

= А,/в ,-  к  = AJ B,- <ЗЛ6>
Для реальных крыльев частота изгибных колебаний меньше частоты кру

тильных колебаний, т.е. сошт < оокр.

Представим теперь равенство (3.13) в виде

(д /В , - ® ! ) ( д / В 2 -w>)=C;2w</(B,B2) 

и с учетом (3.16) запишем

(<зг - ^ 2)(<р ~ с° 2) = С 22со4/ (В1В2). (3.17)

Из формул (3.10) следует, что В >  0 и В _> 0 . Отсюда получим 

[С;2т‘1(В,В2)\ > 0. Тогда равенство (3.17) возможно при следующих условиях:

( < зг -с э 2)> 0  и (о)2кр- т 2)>0  (3.18)

или

(^изг ~со2)< 0 и (<д2р -со2)< 0. (3.19)

Положив в (3.18) со = coi , приходим к выводу, что сох < со , а положив в 

(3.19) со = со2, получаем со2 > щкр. Таким образом, имеет место неравенство

®i < ®нзг < <% < ®2 (3-2°)
т.е. низшая частота совместных изгибно-крутильных колебаний со] меньше час

тоты чисто изгибных колебаний, а высшая частота со2 больше частоты чисто

крутильных колебаний.
Положим в первом равенстве (3.12) со = сог, а во втором равенстве со = со2 

и преобразуем их к виду
В со2В -  А а со2В -  И,
-=■= ' ' з t =  Г  ; 'Ьо, С,, а ;  Ь2 с п0>;

Задавшись значениями а и b можно подсчитать коэффициенты а2 и b

Теперь на основании (3.6) запишем
uy (z,t)=<p(z)[alsin(colt + a l)+a2sm(co2t + a 2)]A 
3z {z,t) = ^ ( z )lAsin(&>/ + a l ) + b2sin(co2t + a 2) ] . J
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В качестве исходных функций <р (z), ///.(z) удобно задать формы низше

го тона изгибных и крутильных колебаний соответствующим образом закреп
ленного стержня постоянного сечения (см. п. 1.1 и п. 1.2).

Числовые расчеты и эксперимент показывают [2,4], что с частотой а>1 со

вершаются преимущественно изгибные колебания, а с частотой со2 - преиму

щественно крутильные колебания, т.е. b j a i и a jb ^  - малые величины. Поэто

му частоту с»1 иногда условно называют частотой совместных изгибных коле

баний, а со2 - частотой совместных крутильных колебаний.

3.3. Определение частот и форм собственных совместных 
изгибно-крутильных колебаний методом Рэлея-Ритца

Поскольку колебания изгиба и кручения совершаются с одинаковыми 
частотами, представим разложение перемещений и (z,t) ,3z (z,t) по формам

собственных колебаний в виде
00 00

uy iz A =  ^ - 0 =
г - о г - о

В дальнейшем нам потребуются перемещения центров масс
uy (z,t)=uy (z , t) -cr(z)3z (z,t),

которые представим также разложением
00

г = о

где
ur (z )= ur( z ) - a ( z ) $ r(z ). (3.24)

Рассматривая вариационный принцип Гамильтона применительно к дви
жению по формам собственных колебаний с частотой сог , придем, как показано

в п. 2.3, к условию 5Ф = 0 , где

ф = й  м гГ О Г Г

Здесь Uг - потенциальная энергия при деформациях, соответствующих 

формам колебаний ur {z) и 3r (z):

_ | / 1 /
U r = — \ E I x ( z ) [ u " ( z ) ]  d z  +  — JG /Kp(z)[i9;(z)] fife. (3.25)

Z  о Z  о

Для обобщенной массы М г в соответствии с (1.70), (1.72) имеем
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/ / _

M r = \m 0(z)U^(z)dz + \ l mo(z)$r (z)dz.

Подчеркнем еще раз, что и (z) соответствует перемещениям центров

масс, а I т о
погонный момент инерции крыла относительно линии центров

масс.
Подставив в последнее равенство ur (z) согласно (3.24), получим

М  Г = \ т  о ( z ) <  ( z  -  2 I  m o ( Z M Z K  ( Z H  ( z ) d z  +  1 7 m o ( Z H 2 ( z  V z  -
0 0 0

где I mo(z) = 7mo(z)+m o(z)<72(z) - погонный массовый момент инерции крылаm o v /  m o  v /  о

относительно оси жесткости. 
Таким образом,

i

1 .
- —со:

0  = h EIx(z )[ur(z )]2 dz + h GIKV {Z)[K(Z)\2 dz ~
Z  о Z  о

! m o(Z ) Ur ( z ) ^  -  2 ! m o(Z M Z )Ur (Z ) $ A Z ) d z  +  l 7 m o {Z ) $ A Z )d z • (3-26)

Приближенное решение будем отыскивать в виде усеченных рядов
ГП 1 / 7 7

u A z ) =  1 > л ( 4  ( 3 - 2 7 )
£=i * л=1

где координатные функции (pk ( z ) , у/k (z) должны удовлетворять геометриче

ским граничным условиям. Если при этом удовлетворяются и статические гра
ничные условия, то решение будет сходиться быстрее. Множитель 1// в выра

жении для 3  (z) введен для того, чтобы коэффициенты ак и Ьк имели одинако

вую размерность.
Подставим (3.27) в (3.26):

Ф = ^ Е 1 х(г )
Z  о

т
Z  a k ( p k ( z )

,к=1 dz + W ^ l GIw ( z )
2 1 2 о

т
Z  b k ¥ k { z )

.к=1
dz

- -со ; jm 0(z) Y ,ak(pk{z )
U=l

2 1
d z ~ j ! mo(z M z )L n Z  <*k < P k ( z )

Lk=l
Z  b k v A z )

Lk=l
dz +

m
Y s h V k i2)

.k=1

После интегрирования получим
Ф = ф (я , я ,...<т ,...йг, / > , / > ,...Ь ).V 1 ’ 2 ’ /? т ’ 1 ’ 2 ’ п ’ т /

Равенство нулю вариации запишется в виде



Поскольку 8 a , 8b  - произвольные вариации, то должно иметь место

дФ
да

= 0,
дФ
дЬ

(п = \ ,т). Дифференцирование Ф по ап и Ьп дает

дФ 1 т
^  = ] EIx(z )<pAz )1Lak<Pk(z ) d z - ® :

п 0 к =1

 ̂ h i

\ mA z )(pn{z )Y .ak(pk{z )d z ~
к=1

1 т

-  j т о (Z) H Z)<Pn M Z  (Z) dl
к =1

= 0 ,

дФ 1  ̂ т Г 1 Z
^  = 7 4 G /kp(Z)4 ( ^ ) Z ^ 4 ( ^ - ® 2 7 г 4 т о (* У й( 4 Х ^ ( 4 ^00 п I 0 *=1 L/ 0 *=1

1 т

j  то (z)a(z  )ц/п (z) Z  ак9к ( z ) d

к =1
0.

Здесь мы опустили индекс г при &>2 и ввели безразмерный параметр 
<r(z)= <r(z)//. Введем, как и ранее, параметры /*, /*р, т*,1*то, представляющие

собой соответственно величины / r (z), / Kp(z), т (z),Imo(z) в фиксированном се

чении крыла. Умножим теперь последние два равенства на / 3/(£7*), заменим

интегралы от сумм суммами интегралов и, перейдя к безразмерным координа
там Е, = z / / , запишем

да 1

к=1 о / ;  EI

-  Z

& =  1 0

да G/* 1 /  (Д) /И*/4ГЛ:
у—т т  ^  J 7”

* = 1  Ы х  0 У кр
г /

* = i о то

=  0 ,

I* \ i  (е )т о  Г т о  w  /

£=1 о I *  'г пч/п(4)ч/Л4)<14-

к =1 о /и 

Введем обозначения

= 0, (и = 1,/и). (3.28)
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Апк Ank = a \ v ' „  к  W k к  К ;i
X

■mo(p)

I к р

B„k = B*  = 0 1 „0 m0

cnk=\
о mn о m

* T n 
mo

mS s ) ~
 z— CJ

(3.29)

a
or r  m*l4KP p  _  /770 ^  _  0

ЕГ , P * 1 - m г ЕГ
CO2 , CO2

{Z)vM)cpk (Z)dZ,

El* PGI*
X-A = p /l. (3.30)

m lA o d l 2

Тогда система уравнений (3.28) для п = \,т примет вид

Y .A nka k ~ A  Ц В пка к -  Y ,C nkbk
к=1 \к=1 & =i У

(  т ^  т ^  \
^ А пк^к ~ А  Z  Вnkbk -  J ]C nka k

0;

0.
(3.31)

к=1 \к=1 к- 1 )
Введем квадратные матрицы размером m х ш

Л Л Е

1 1 с с11 12 ••

[А] = ЯА-- - [В] = в  в21 22 ” , [С] = с с21 22 ••

~А А11 12 ” ~в В11 12 •• "с с11 12"

Й = Я. 4 - , [В]= В В21 22 ” , [С] = с с21 22"

и матрицы-столбцы [a] = {ai а2. . .а т}, [b] = {bi b . . .b  }. При этом система од

нородных уравнений (3.31) может быть записана в следующей матричной фор
ме:

И ][о ] -Д ( [В ] [а ] - [С ] [й ] )= [0 ] ,  

Й И - д ( [ В ] [ й ] - [ С ] [ а ] ) = [ 0 ] .

Объединив эти два матричных уравнения в одно, приходим к обобщен
ной проблеме собственных значений с симметричными матрицами вида

У~А 0"
- А

" В - с \ а

V О А_ _ С Т в b
= [о]. (3.32)

Из (3.24) видно, что Спк = Сы , вследствие чего [С] = [С]т , где индекс " т "  

означает транспонирование матрицы. Это учтено в (3.32).







где р  - плотность воздуха, у  - скорость набегающего потока, Ъ - хорда крыла, 

Uyj v-  уменьшение эффективного угла атаки, обусловленное вертикальным

движением крыла.
Подчеркнем, однако, что формула (3.34) дает весьма грубое приближе

ние, игнорируется влияние угловой скорости крыла 3  на скос потока, не учи

тывается еще ряд факторов, которые не будем здесь оговаривать. Но для каче
ственного анализа ею можно воспользоваться. Кроме того, ради упрощения за
дачи пренебрежем слагаемым йу j г , которое определяет аэродинамическое

демпфирование вертикальных колебаний, и запишем
рЪ

Aqay = y3zv 2, Г = С 1у 2 (3.35)

- т  и А0 У
- I  3 s-то z f

 ̂ А qay

Ф
>--•-'

м ж + * k 23z
k\Uy

Рис. 3.6

Силы, действующие на выделенный отсек кры
ла, показаны на рис. 3.6. Приращением сил лобового 

сопротивления Ацах пренебрегаем. В соответствии с

принципом Д'Аламбера, приравняв нулю проекции 
всех сил на ось у  и момент относительно центра масс 

М , запишем 

- т й  - к и  + уу23 = 0 ;о у 1 у г z
-  1 3  -  к З .  -  ксгил! + туу23 7 = 0.mo z 2 z 1 у / z

(3.36)

Здесь и - перемещение центра масс, / дао - погонный массовый момент

инерции отсека крыла относительно линии центров масс, сг - расстояние между 
центром масс и центром жесткости, т - расстояние от фокуса до центра масс. 
Учитывая, что и = й + cr3z , получим

ш0йу + кхйу + kl<j3z -  y y 23 z =0, 

7 3  + к З  +кстй + к с 23  - т у у 23  = 0 .mo z 2 z l у l z • z

Разделим первое уравнение на m , второе - на /  и введем обозначения

сп = к, /»>._■ en = ( ky - r v 2)/m«; 1 п , 7 .

с = k < j l l  , с =(к  + к ст2 -  туу2)/1  .[21 1 / то ’ 22 V 2 1 ‘ / / т о  )

Тогда система дифференциальных уравнений (3.36) примет вид
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