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ПРЕДИСЛОВИЕ  
 

Важная роль при изучении сопротивления материалов отводит-
ся самостоятельной работе студентов, которая приобретает особую 
значимость в последнее время в связи с сокращением для всех специ-
альностей числа аудиторных занятий. Поэтому возникает потребность 
в учебных руководствах и пособиях, которые облегчили бы студентам 
самостоятельную проработку теоретического материала и помогли им 
научиться самостоятельно применять теорию к решению практиче-
ских задач. 

Основную цель настоящего пособия – помочь студенту приоб-
рести навыки в решении задач по сопротивлению материалов. Посо-
бие предназначается главным образом для студентов заочных и ве-
черних отделений высших технических учебных заведений, но может 
быть также полезным и для студентов очного обучения. Содержание 
пособия отвечает действующей в настоящее время программе курса 
сопротивления материалов, одобренной научно-методическим сове-
том по сопротивлению материалов, строительной механике, теории 
упругости и пластичности для студентов вузов, обучающихся по на-
правлениям подготовки и специальностям в области техники и техно-
логии. Оно включает в себя шесть разделов. В первом разделе рас-
сматриваются эпюры внутренних силовых факторов, второй раздел 
посвящен растяжению и сжатию прямолинейных стержней, в третьем 
излагаются элементы теории напряженного состояния и основные ги-
потезы прочности, в четвертом освещается теория кручения круглых 
валов, пятый раздел носит чисто геометрический характер и связан с 
вычислением геометрических характеристик поперечных сечений 
стержня, предметом шестого раздела служит теория плоского прямого 
изгиба. 

Для облегчения пользования пособием каждому разделу пред-
шествуют краткие, но довольно полные сведения по теории и основ-
ные формулы, необходимые для решения последующих задач. Боль-
шое внимание уделено подбору задач, их классификации и методам 
их решения. Немало задач с реальным содержанием, требующих ясно-
го понимания сути и масштабов явлений. Широко также представле-
ны и задачи упрощенные, идеализированные, только моделирующие 
реальную ситуацию. Такие задачи обязательно используются в прак-
тике обучения сопротивлению материалов, контроля за его усвоением. 
Они также полезны для овладения типичными приемами решения за-
дач. 

Автор хотел бы выразить уверенность, что первые шаги в изу-
чении науки о прочности не покажутся читателям трудными, доставят 
определенное удовольствие, а мир обыденных вещей и привычных 
событий засверкает новыми гранями, станет богаче, ярче, интереснее. 

Желаю успеха! 
 



ОСНОВНЫЕ  ПРИНЯТЫЕ  ОБОЗНАЧЕНИЯ 
 

А – 
 

Е – 
 

F – 
G – 

Ix, Iy – 
 

Iр – 
 
 

М – 
Мx, My– 
Мz, Mк– 

N – 
 

n – 
 
 

Р – 
Q – 
q – 

 
S – 

 
t – 

U – 
 

u – 
 

uоб, uф – 
 

v – 
W – 

Wx, Wy– 
 

Wp – 
 

w – 
 

площадь поперечного 
сечения; 
модуль продольной уп-
ругости; 
сосредоточенная сила; 
модуль сдвига; вес; 
осевые моменты инер-
ции; 
полярный момент инер-
ции; 
радиусы инерции; 
внешний момент; 
изгибающие моменты; 
крутящий момент; 
продольная сила;  
мощность в л.с.; 
коэффициент запаса 
прочности; частота 
вращения вала в 
об/мин; 
мощность; 
поперечная сила; 
интенсивность распре-
деленной нагрузки; 
статический момент 
площади; 
температура в град С; 
потенциальная энергия 
упругой деформации; 
удельная потенциальная 
энергия; 
уд. пот. энергия изме-
нения объема и формы; 
прогиб сечения балки; 
работа внешних сил; 
осевые моменты сопро-
тивления; 
полярный момент со-
противления; 
продольное перемеще-
ние сечения; 
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 –
 –
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1,2,3–
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 –
 –

1,2,3–
[]–

[р],
[с] –

пц,т,
пч –

пчр,
пчс –
0,2 –

 –

[]–

 –
 –

коэффициент линейного 
расширения; отношение; 
относительный сдвиг; 
удельный вес материала; 
зазор; перемещение; 
линейное перемещение; 
абсолютная линейная 
деформация; 
относительные продоль-
ная и поперечная дефор-
мации; 
главные деформации; 
относительный угол за-
кручивания вала; угол 
поворота поперечного 
сечения при изгибе; 
коэффициент Пуассона; 
нормальное напряжение; 
главные напряжения; 
допускаемое нормальное 
напряжение; 
допускаемые нормаль-
ные напряжения на рас-
тяжение, сжатие; 
пределы пропорциональ-
ности, текучести, проч-
ности; 
пределы прочности при 
растяжении и сжатии; 
условный предел текуче-
сти, соответствующий 
пластической деформа-
ции, равной 0,2%; 
касательное напряжение;
допускаемое касательное 
напряжение; 
угол закручивания вала; 
угловая скорость вала, 
рад/с. 



 
 

КАК  РЕШАТЬ  З АДАЧУ  
 

 
1. ПОНИМАНИЕ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧИ – ЯСНО ПОНЯТЬ 
ПРЕДЛОЖЕННУЮ ЗАДАЧУ: 

Что неизвестно? Что дано? В чем состоит условие? Определяется 
ли неизвестное данными или они недостаточны? Или чрезмерны? Или 
противоречивы? Сделайте чертеж. Введите подходящие обозначе-
ния. Разделите условие на части. Постарайтесь записать их. 
 

2. СОСТАВЛЕНИЕ ПЛАНА РЕШЕНИЯ – НАЙТИ ПУТЬ ОТ 
НЕИЗВЕСТНОГО К ДАННЫМ, ЕСЛИ НУЖНО, РАССМОТ-
РЕВ ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ЗАДАЧИ (АНАЛИЗ): 

Сформулируйте отношение между неизвестными и данными. Преоб-
разуйте неизвестные элементы. Попытайтесь ввести новые неиз-
вестные, более близкие к данным задачи. Решите только часть зада-
чи. Удовлетворите только часть условий: насколько неопределенным 
окажется тогда неизвестное? Обобщите. Рассмотрите частные 
случаи. Примените аналогию. 
 

3. ОСУЩЕСТВЛЕНИЕ ПЛАНА – РЕАЛИЗОВАТЬ НАЙДЕН-
НУЮ ИДЕЮ РЕШЕНИЯ (СИНТЕЗ) 

Контролируйте каждый свой шаг, принимая лишь то, «что усмат-
ривается с полной ясностью или выводится с полной достоверно-
стью» (Р. Декарт) 
 

4. ВЗГЛЯД НАЗАД – РЕШЕНИЕ ПРОВЕРИТЬ И ОЦЕНИТЬ 
КРИТИЧЕСКИ: 

Правдоподобен ли результат? Почему? Нельзя ли сделать проверку? 
Нет ли другого пути, ведущего к полученному результату? Более 



прямого пути? Нельзя ли в какой-нибудь другой задаче использовать 
полученный результат или метод решения. 
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1.  ЭПЮРЫ  ВНУТРЕННИХ  СИЛОВЫХ        
ФАКТОРОВ 

 

1.1  О б щ и е    с в е д е н и я 
 

Рассмотрим брус, обладающий хотя бы одной плоско-
стью симметрии нагруженный произвольной системой сил 
(рис. 1.1,а). Свяжем с ним прямоугольную декартову систему 
координат. Ось z совместим с осью бруса (геометрическое 
место центров тяжести поперечных сечений), а две другие,    
x и y , расположим в плоскости поперечного сечения, совмес-
тив одну из них, например, ось y, с осью симметрии послед-
него. 
 а) F1 П F3 

za 

b 

c 

d 

x 

y F2 Fn 

I II 

б) d

a

b
I

c
Внутр.
силы 

в)
a 

d 

b

c 

Mo

Ro 

г) My 

z

Nz Mz
Qy 

y 

Qx
Mx

x

O 

O 

Рис. 1.1 
 

Рассечем брус плоскостью П, перпендикулярной к оси z, 
на две части и одну из частей, например П, отбросим,          
заменив ее действие на оставшуюся внутренними силами        
(рис. 1.1,б). Выбрав в качестве центра приведения центр тя-
жести сечения abcd, заменим внутренние силы их интеграль-

ными характеристиками – главным вектором oR


 и главным 

моментом oM


. Раскладывая oR


 и oM


 по осям x, y и z, полу-
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чим                               
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,QQNR

,zyxo
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                            (1.1) 

Здесь  Nz – продольная сила;  Qx(Qy) – поперечные силы; 

Mx(My) – изгибающие моменты;  Mz  крутящий момент. Это 

и есть внутренние силовые факторы в поперечном сечении 
бруса. 

Для расчета конструкций на прочность необходимо 
знать, как изменяются внутренние силовые факторы по длине 
бруса. С этой целью строятся их графики, называемые     
эпюрами. 

Остановимся на приемах построения эпюр в частных 
случаях. 

 

1.2. Построение  эпюр  для  стержней,  

нагруженных осевыми силами. 
 

 

dz z 

F
qz 

Nz+dNz 

qz Nz 

Рис. 1.2 

При нагружении стержня 
осевыми силами в его попе-
речных сечениях возникают 
только продольные силы Nz и 
он испытывает деформации 
растяжения или сжатия. Про-
дольной силе, вызывающей 
растяжение, приписывается 
знак “плюс”; при сжатии 
продольная сила считается 
отрицательной. 

 
Растяжение Сжатие 

+  

Nz Nz Nz Nz
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Выделим из стержня, нагруженного распределенной 

осевой нагрузкой интенсивности qz (рис. 1.2), бесконечно ма-

лый элемент dz и составим для него уравнение равновесия в 

проекции на ось z: 

Zi = 0,     Nz+dNzNzqzdz = 0, 

откуда                              
dz
Nd

q z
z  .                                       (1.2) 

Интегрируя это выражение, получим 


z

o
zoz dzqNN .                                   (1.3) 

Если              qz =  q = сonst, то   Nz = No  qz,            (1.4) 

т.е. продольная сила изменяется по линейному закону. Знак 

“плюс” соответствует погонной нагрузке, вызывающей рас-

тяжение стержня; при сжатии берется знак “минус”. При от-

сутствии погонной нагрузки (q = 0) продольная сила посто-

янна (Nz = No = const). 
 

 

 

A B C D E
F2F 5F 3F 

F 

2F 
+ 5F 

 3F 

Nz

F

 
 

Рис. 1.3 

П р и м е р   1.1. 

Построить эпюру Nz для 

стержня, приведенного на 

рис. 1.3. 

Р е ш е н и е. Стержень 

нагружен только сосредото-

ченными осевыми силами, 

поэтому согласно зависимо-

сти  (1.4)  продольная  сила  в 

пределах каждого участка постоянна.   На  границе  участков 
Nz претерпевает разрывы. Примем направление обхода от 
свободного конца (сеч. Е) к защемлению (сеч. А). На участке 
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DE продольная сила положительна, так как сила F


 вызывает 
растяжение, т.е. NED = +F. В сечении D продольная  сила  ме-
няется  скачком  от   NDE = NED = F   до  NDС = NDЕ –3F = –2F   
 

dz 

D 
NDE NDC 3F 

 

(находим из условия равновесия бесконеч-
но малого элемента dz, выделенного на 
границе двух смежных участков CD и DE). 
Заметим,  что  скачок  равен  по  величине  

приложенной силе 3F и направлен  в  сторону отрицательных 
значений Nz, так как сила 3F  вызывает  сжатие.  На  участке 
CD имеем  NСD = NDС = –2F. В сечении C продольная сила 
изменяется скачком  от  NСD = –2F до NСВ = NСD + 5F = 3F. 
Величина скачка равна приложенной силе 5F. В пределах 
участка CВ продольная сила опять постоянна NСВ = NВС =3F. 
Наконец, в сечении В на эпюре Nz опять скачок: продольная 
сила меняется  от NВС = 3F  до  NВА = NВС –2F = F. Направле-
ние скачка вниз (в сторону отрицательных значений), так как 
сила 2F вызывает сжатие стержня. Эпюра Nz приведена на 
рис. 1.3,б. 
 

П р и м е р   1.2. Стержень, нагруженный, как показано 
на рис. 1.4, а,  удерживается  в  опоре  силами  трения,  равно- 
 

A B C D

a3a 

4F

q 

2a a) 

+

 

Nz

xF
2

4

б) 

2F 

Рис. 1.4 

мерно распределенными по 

ее толщине. Построить эпюру 

продольной силы. 

Р е ш е н и е. Из условия 

равновесия стержня в проек-

ции на ось z находим интен-

сивность сил трения:    

Zi = 0,      2F + 4F = q2a,    
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откуда   q = 3F/a. 

Эпюру Nz строим по формуле  Nz = No  qz. Согласно 

этой зависимости на участках АВ и CD продольная сила по-

стоянна, так как погонной нагрузки нет (q = 0). На участке  

ВС  продольная  сила   изменяется   по   линейному   закону 

(q = const). В сечениях А и D, где приложены сосредоточен-

ные силы, на эпюре Nz имеют место скачки, равные по вели-

чине приложенным силам. Примем направление обхода слева 

направо. В сечении А сила 2F вызывает сжатие, поэтому    

NAB = 2F. На участке ВС продольная сила изменяется от     

NB = NA = 2F до NС = NВ + q2a = 4F. На участке CD про-

дольная сила постоянна и равна  NСD = 4F.  
 

 
 

Nz

кН 

+ 
+ 

 

а) 
1 

1 

2

2

3

3 

4

4

б) 

1 
2 3 420 
60 40 

40 40 
40

2м 2м 1м
 

Рис. 1.5 

П р и м е р   1.3. Стер-

жень, изображенный на рис. 

1.5,а, нагружен уравновешен-

ной системой в виде сосредо-

точенных и распределенных 

сил. Эпюра продольной силы 

показана на рис. 1.5,б. Опре-

делить значения и направле-

ния приложенной к стержню 

нагрузки. 

Р е ш е н и е.  

В сечениях 1, 2, 3, 4 на эпюре имеются скачки, что свя-

зано с приложенными здесь сосредоточенными силами. 

Скачку вверх соответствует сила, вызывающая растяжение в 

рассматриваемом сечении; при скачке вниз сила вызывает 

сжатие. Величина скачка равна приложенной силе. Будем пе-
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ремещаться по стержню слева направо. В сечении 1 прило-

жена растягивающая сила F1 = 20 кН, направленная влево. 

Далее на участке 12 на стержень действует распределенная 

нагрузка постоянной интенсивности, равной согласно диф-

ференциальной зависимости qz = dNz / dz тангенсу угла на-

клона прямой, т.е. q12 =(6020)/2 = 20 кН/м. Погонная нагруз-

ка вызывает растяжение и направлена влево. Приложенная в 

сечении 2 сила F2 = 100 кН вызывает сжатие и направлена 

вправо. На участке 23 распределенной нагрузки нет, так как 

продольная сила постоянна. В сечении 3 приложена растяги-

вающая сила F3 = 80 кН (направлена влево). На участке 34 

действует  распределенная нагрузка интенсивности              

q34 = (40  40)/1 = 80 кН/м, вызывающая сжатие и направ-

ленная вправо. Наконец, в сечении 4 приложена сила            

F4 = 40 кН, направленная влево. 
 

П р и м е р   1.4. Эпюры Nz для стержней, представлен-

ных на рис. 1.6, предлагается построить самостоятельно. Для 

проверки тут же дается решение. 
 а) 

3qa q 2qa q 

a a 

б)
3qa 2q 2qa q 

a a 

3 1
-1 

+



Nz

xqa

+ 

  2 +1 
-1 -1 Nz

xqa

Рис. 1.6 
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1.3. Построение эпюр для стержней, нагруженных 

скручивающими парами. 
 

Стержни, нагруженные парами сил, плоскости которых 

перпендикулярны к его оси, испытывают деформацию кру-

чения (рис. 1.7). 

Такие стержни принято  

называть   в а л а м и,   а   па-

ры сил – скручивающими 

моментами. В поперечных 

сечениях    валов    возникают 

 
m M 

 
Рис. 1.7 

только крутящие моменты  МК, связанные  с  распределенной 

моментной нагрузкой  m  дифференциальной зависимостью 

dMК / dz =  m,                                      (1.5)  

из которой вытекает следующая формула: 

МК = МКо  mz,                                    (1.6)  

где  МКо – крутящий момент в начале участка. 

Крутящий момент 
считается положитель-
ным, если для наблю-
дателя, смотрящего на 
сечение со стороны 
внешней нормали n


, он 

представляется  направ-

+

n

n
МК

МК

 

Рис. 1.8 

ленным против часовой стрелки (рис. 1.8). 
Согласно формуле (1.6) на участках с равномерно рас-

пределенной нагрузкой m крутящий момент изменяется по 
линейному    закону.    При   отсутствии   погонной   нагрузки         
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(m = 0) крутящий момент сохраняет постоянное значение  

(МК = МКо = const). В сечениях, где к валу приложены сосре-

доточенные скручивающие моменты, на эпюре МК возникают 

скачки, направленные вверх, если моменты направлены про-

тив часовой стрелки, либо вниз – при обратном направлении 

моментов.  
 

П р и м е р   1.5 

Построить  эпюру  

МК  для вала, изобра-

женного на  рис. 1.9. 

Р е ш е н и е 

На участке CD 

момент изменяется по 

линейному закону   от  

нуля  в   точке  D  до 

MCD = -ma. В сечении С 

 m m A B 3ma 
C

2ma 
D

3a a a

Mc 

+
 

+



-2 -1 
1 +1 

MB 

MК 

xma

Рис. 1.9 

крутящий момент изменяется скачком  на  величину внешне-

го момента Мс, равного 2ma (скачок вверх, так как момент  

МС направлен против часовой стрелки). На участке  ВС  кру-

тящий момент сохраняет постоянное значение, так как отсут-

ствует погонная нагрузка (m = 0). Скручивающий момент МВ 

направлен по часовой стрелке, поэтому в сечении В на эпюре 

МК скачок происходит  вниз  и  равен  по  величине              

МВ = 3ma. На участке АВ, нагруженном распределенной на-

грузкой m, крутящий момент изменяется по линейному зако-

ну от  МВА = -2ma  до  МАВ = МВА + m3a = ma. 
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П р и м е р   1.6 

Построить эпюру 

МК для вала, изобра-

женного на рис. 1.10,а. 

Задачу предлагается 

решить самостоятель-

но. Эпюру, приведен-

ную на рис. 1.10,б, 

можно использовать 

для проверки. 

а)
2М 3М 2М М

б)



+


-2 -1

1 хМ
МК

Рис. 1.10 

 

1.4. Построение эпюр для балок и рам 
 

 а) 
F M qy

1 2
O 

1 2

z

y 
z dz

б)

Qy
Mx

qy 

Mx+dM

O1 O2 

Qy+dQy

dz 

Рис. 1.11 
 

Рассмотрим стержень, обладающий вертикальной плос-

костью симметрии и нагруженный в этой плоскости силами, 

перпендикулярными к его оси (рис. 1.11). В этом случае 

стержень испытывает деформацию изгиба и его принято на-

зывать   б а л к о й . В поперечных сечениях балки возникает 

два внутренних силовых фактора  –  п о п е р е ч н а я  с и л а   

Qy    и    и з г и б а ющ и й  м о м е нт    Мх. 



 13

Поперечная сила счита-

ется положительной, если 

кратчайшее совмещение век-

тора yQ


 с вектором внешней 

нормали n


 происходит про-

тив часовой стрелки. 

 
 

Qy

Qy 

n
+ 

Изгибающий момент 

считается п о л ож ит е л ь -

н ы м , если он вызывает  

р а с т яж е н и е   нижних во-

локон балки. 

+
Mx Mx

 

Выделим   из   балки  бесконечно малый элемент (рис. 

1.11,б) и рассмотрим его равновесие: 

Yi = 0,   Qy + dQyQy + qydz = 0, откуда   dQy / dz =  qy,   (1.7) 

mO2 = 0,     Mx + dMx  Mx  Qydz = 0,     dMx /dz = Qy.       (1.8) 

Интегрируя зависимости (1.7) и (1.8), получим 

Qy = Qo  qyz     и       
z

o
Qoyox MdzQMM ,             (1.9) 

где Qo и Mо соответственно поперечная сила и изгибающий 

момент в начале участка, Q – площадь эпюры Q от начала 

участка до рассматриваемого сечения. 

В частности, если  qy =  q = const, то формулы  (1.9)  

принимают 



 14

вид                             










.qz,zQMM

,zqQQ

oox

oy

250
                          (1.10) 

 

 F 

dz dz 

Qлев Qпр 

Млев Мпр 

М

Рис. 1.12 

Рассматривая равнове-

сие элемента, выделенного на 

границе двух смежных участ-

ков и нагруженного сосредо-

точенной силой F (рис. 1.12)  

или сосредоточенным моментом М, находим 











.ММM

,FQQ

левпр

левпр
                              (1.11) 

Знак “минус” соответствует нагрузке, противоположной 

указанной на рис. 1.12. 

При построении эпюры Qy положительные значения по-

перечной силы принято откладывать вверх, а отрицательные 

вниз. Н а   э п ю р е   Мх ординаты откладываются со стороны 

растянутых волокон, что с учетом правила знаков для изги-

бающих моментов означает: п л ю с      в н и з,   м и н у с      

в в е р х. 

На основании формул (1.10) и (1.11) можно сформули-

ровать следующие   п р а в и л а   п о с т р о е н и я   э п ю р   

Qy   и   Мх: 
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Мо
Qo q=0

Qy=Qo= const

Qo

Mo

Mx=Mo+Qoz




 

1. На участке, 
свободном от погон-
ной нагрузки (q = 0), 
поперечная сила по-
стоянна, а изгибаю-
щий момент изменяет-
ся по линейному  
закону. 

 

Мо
Qo q=0

Qy=Qo= const

Qo

Mo

Mx=Mo+Qoz

+

+

 

 

Мо
Qo qy=q

Qy=Qo+qz

Mx=Mo+Qoz+0,5qz2

z

Qo

Mo Mmax


+



 

2. На участке с 
равномерно распреде-
ленной нагрузкой по-
перечная сила изменя-
ется по линейному за-
кону, а изгибающий 
момент описывается 
уравнением квадрат-
ной параболы, обра-
щенной выпуклостью 
в сторону нагрузки.  В  
сечении,  где  Qy = 0, 
Мх имеет экстремум. 

 

Мо
Qo qy=q

Qy=Qoqz

Mx=Mo+Qoz+0,5qz2

z

Qo

Mo Mmax

+


+
 

 

Qлев 

F 

Qпр 

F 

Qпр = QлевF 

+ 

 

 

3. Под сосредо-

точенной силой F


 на 
эпюре Qy происходит 
скачок на величину 
этой силы (при обходе 
слева направо скачок 
совпадает с направле-
нием силы!). 

 
F 

Qлев 

Qпр F 

Qпр = Qлев+F 
 

+ 
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М

Млев

Мпр

М

Мпр = Млев+М

Растяжениеснизу!



+

 

4. В сечении, 

где к балке прило-

жен сосредоточен-

ный момент М, на 

эпюре Мх возникает 

скачок, равный по 

величине приложен-

ному моменту. На-

правление скачка за-

висит от направле-

ния момента: если 

момент вызывает 

растяжение нижних 

волокон, то скачок 

происходит вниз и 

наоборот. 

 

М

Млев

Мпр

М

Мпр = МлевМ

Растяжениесверху!

М



+

 

Р а м о й   называется система, со-

стоящая из стержней, жестко соединен-

ных в узлах. В поперечных сечениях 

рамы возникает три внутренних сило-

вых фактора: продольная Nz и попереч-

ная Qy силы, а также изгибающий мо-

мент  Мх. Для  поперечной  силы  сохра- 

 

Внутр.
контур

 

няется правило знаков, принятое в балках. Изгибающий     

момент считается положительным, если он вызывает растя-

жение волокон, расположенных со стороны внутреннего кон-

тура. 
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П р и м е р   1.7 

Построить эпюры Qy и 

Мх для балки с консолью. 

Р е ш е н и е 

1. Определение опорных 

реакций. Составляем  уравне-

ния  равновесия: 

     mB = 0,    

RA2a - qa2 - qaa/2 = 0,  

откуда qaRA 4

3
 ,    

 

1 

A qa2

B
q 

D z 

RA a a a RB 
C

y
a

b

-3/4 d

c


f

e 

k 
+ l Qy 

xqa 


+

1/4
-3/4 -1/2 

Mx 

xqa2
 

Рис. 1.13 

mА = 0,   RВ2a - qa2- qa5a/2 = 0,   откуда   RB = (7/4)qa. 

Проверка:   y = 0,   RA - RB + qa = 3qa/4 - 7qa/4 + qa  0. 

2. Построение эпюр поперечной силы и изгибающего 

момента. 

Э п ю р а   Qy. В сечении А происходит скачок вниз на 

величину реакции RA и QA = -RA. На всем протяжении участ-

ков АС и СВ распределенная нагрузка отсутствует (q = 0), по-

этому эпюра Qy представляется отрезком прямой, параллель-

ной оси абсцисс. Наличие пары сил на эпюре Qy не отражает-

ся. В сечении В происходит скачок вверх, равный по величи-

не приложенной реакции RB, и правее этого сечения имеем 

QBD = QBC + RB = -3qa/4 + 7qa/4 = qa. На участке BD попереч-

ная сила изменяется по линейному закону (Qy = Qo-qz) от     

Qo = QBD = qa до QD = QBD - qa = 0. По условию загружения 
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балки в сечении D нет сосредоточенной силы, поэтому        

QD = 0. Совпадение значений QD, полученных независимо 

друг от друга, служит проверкой правильности построения 

эпюры  Qy. 

Э п ю р а   Мх. Она строится по формуле Мх = Мо + Q. 

На опоре А нет пары сил, поэтому МА = 0. На участке АС    

момент изменяется по линейному закону. Находим момент в 

сечении, бесконечно близком слева от точки С:                   

МСА = Мо + abcd = -(3/4)qaa = -3qa2/4. По двум точкам (А и С) 

строим наклонную прямую. Пара сил, приложенная в сече-

нии С, вызывает растяжение нижних волокон балки при дви-

жении слева направо, поэтому на эпюре Мх скачок вниз и в 

бесконечно близком  сечении  справа  от  точки С изгибаю-

щий   момент   равен:   MCB = MCA + qa2 = qa2/4.   Находим   

момент   в   сечении   В:  

MB = MCB + dcef = qa2/4 - 3qa2/4 = -qa2/2 и по двум точкам 

строим наклонную прямую. На участке BD момент изменяет-

ся по квадратичному закону, достигая  в сечении D  значения,    

равного MD = MB + fkl = -qa2/2 + (1/2)qaa = 0. С другой сто-

роны, по условию загружения балки на свободном конце    

MD = 0. Совпадение результатов служит проверкой правиль-

ности построения эпюры Мх. По двум точкам (В и D) при-

ближенно строим параболу, обращенную выпуклостью вниз 

(в направлении нагрузки q). Вершина параболы совпадает с 

точкой D, так как QD = 0. 
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П р и м е р   1.8 

Построить эпюры Qy и 

Мх для простой консоли, 

изображенной на рис. 1.14. 

Р е ш е н и е 

1. Определение опор-

ных реакций. Составляем 

уравнения равновесия: 

   mA = 0, 

MA + Fa + M - q2a4a = 0, 

 

1

A
M=qa2

B
q 

D z

RA a a 2a 

МА C E 

RA

MA

-4-6 -3

F

-2 -5

+
2

Qy

xqa

Mx

xqa2

a
F=qa



 

Рис. 1.14 

откуда    MA = 6qa2;     Yi = 0,     RA = q2a - F = qa. 

2. Построение эпюр поперечной силы и изгибающего 

момента. 

Э п ю р а   Qy. В сечении А имеем QA = RA (скачок на ве-

личину и в направлении реакции RA = qa). На участке АВ    

погонной нагрузки нет, поэтому поперечная сила постоянна. 

В сечении В поперечная сила меняется скачком от              

QBA = QA = qa до QBC = QBA + F = 2qa (скачок на величину и в 

направлении силы F = qa). На участках ВС и CD поперечная    

сила    опять    сохраняет    постоянное    значение,    т.е.     

QBC = QCD = 2qa. На участке DE поперечная сила изменяется 

по линейному закону от  QD = 2qa  до  QE = QD - q2a = 0. 

Э п ю р а   Мх. В сечении  А приложен момент  МА, вы-

зывающий растяжение верхних волокон, поэтому на эпюре 

изгибающего момента происходит скачок вверх на величину 

момента  MA = 6qa2. На участке АВ Мх изменяется по линей-

ному закону. Вычисляем момент в сечении В  

MB = MA + Q = -6qa2 + qaa = -5qa2   и   проводим  наклонную  
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прямую. Аналогично на участках ВС и СD. В бесконечно 

близком сечении  слева  от  точки  С  момент  равен            

MСB = MB + Q = -5qa2 + 2qaa = -3qa2. В сечении С на эпюре 

Мх скачок вверх, равный приложенной паре  сил  M = qa2,  и  

правее этого сечения имеем   

MCD = MCB - qa2 = -3qa2 - qa2 = -4qa2. Момент в сечении D    

MD = MCD + Q = -4qa2 + 2qaa = -2qa2. На участке DE изги-

бающий момент изменяется по закону квадратной параболы, 

обращенной выпуклостью вниз (в сторону погонной нагрузки 

q).  В  сечении  Е  по  условию  загружения  балки  МЕ = 0. По 

двум  точкам D и Е приближенно строим параболу. 
 

 
 

A 

3qa2

B 

q

D

RB a a 3a

 

C 

-1 

qa2 

+1 

RD

2 

Qy

xqa

a 

1 
-1 -1 

3
-1/2 

Mx 

xqa2 
+ 

+ 
 

+ 

Рис. 1.15 

П р и м е р   1.9 

Построить эпюры Qy и 

Мх для балки (рис. 1.15). 

Р е ш е н и е.  

1. Определение опорных ре-

акций. Составляем уравне-

ния равновесия:   mB = 0, 

 q4aa + qa2 + 3qa2-RD4a = 0,  

откуда   RD = 2qa;    mD = 0, 

RB4a + qa2 +3qa2-q4a3a = 0,  

откуда   RB = 2qa. 

П р о в е р к а 

Yi = 0,     q4a - RB - RD = 4qa - 2qa - 2qa = 0. 

2. Построение эпюр поперечной силы и изгибающего 

момента. 
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Э п ю р а   Qy. Строится по формуле Qy = Qo  qz. В дан-

ном случае перед вторым слагаемым следует взять знак 
“плюс”, так как погонная нагрузка положительна (см. прави-
ла построения эпюр). На участках АВ и ВС эпюра Qy изобра-
жается прямой, наклоненной вверх (в направлении погонной 
нагрузки q), а на участке CD поперечная сила постоянна       
(q = 0). В сечениях В и D на балку действуют сосредоточен-
ные силы RA и RD, поэтому на эпюре Qy возникают скачки. 
Вычисляем  значения    поперечной    силы    в    характерных  
точках   QA = 0,   

QBA = QA + qa = qa,       QBC = QBA - RB = qa - 2qa = -qa,       

QC = QBC + q3a = -qa + 3qa = 2qa   и   строим эпюру Qy. 

Э п ю р а   Мх. Она строится по формуле Мх = Мо + Q. 

На участках с погонной нагрузкой (АВ и ВС) изгибающий 
момент изменяется по закону квадратной параболы             
(Mx = Mo + Qoz + 0,5qz2), обращенной выпуклостью вверх      
(в сторону погонной нагрузки q). В сечениях А и D, где при-
ложены сосредоточенные пары, на эпюре Мх наблюдаются 
скачки, причем момент qa2 вызывает растяжение сверху (при 
обходе слева направо), поэтому в сечении А скачок направ-
лен вверх, а момент 3qa2 вызывает растяжение снизу (при 
обходе справа налево), поэтому в сечении D скачок происхо-
дит вниз. На участке АВ парабола строится по двум точкам А 
и В, а на участке ВС – по трем точкам (к крайним точкам В и 
С добавляется точка экстремума). Положение точки экстре-

мума определяется из условия zo = QBC / tg. Согласно диф-

ференциальной зависимости tg = dQ/dz = q, поэтому            

zo = qa/q = 0. Вычисляем значения момента в характерных 
точках: 
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MA = -qa2,   MB = MA + Q = -qa2 + (1/2)qaa = -qa2/2, 

Mmax = MB + Q = -qa2/2 - (1/2)qaa = -qa2, 

MC = Mmax + Q = -qa2 + (1/2)2qa2a = qa2 

и строим эпюру Мх. 
 

П р и м е р   1.10 
По заданной эпюре по-

перечной силы Qy установить 

нагрузку, действующую на 

двухопорную балку, и ее 

опорные реакции. Построить 

также эпюру изгибающего 

момента, учитывая, что на 

правой опоре С приложена 

пара сил. 

Р е ш е н и е. Скачки на 

эпюре  Qy  свидетельствуют  о 

приложенных в этих сечениях 

 
 

Mx

xqa2

Qy xqa

a1
-3


+ 
2 

A
q

B 
MC=2qa2

C 

RA=qa 
4a

F=5qa 
3a 

RC=2qa 

1/2
4

2  

+ 
 

Рис. 1.16 

сосредоточенных силах. Приняв направление обхода  слева  
направо, получим: реакция в точке А равна RA = qa и направ-
лена вверх; в сечении В приложена сосредоточенная сила      
F = 5qa, направленная вверх; наконец, реакция RB = 2qa и на-
правлена вниз. На участке АВ поперечная сила изменяется по 
линейному закону, что   связано с наличием погонной на-
грузки, интенсивность которой определяется как тангенс угла 
наклона прямой  qy = dQ/dz = (-3qa - qa)/4a = -q. Знак “минус” 
означает, что нагрузка направлена вниз. Для определения не-
известной пары сил М, приложенной в сечении С, составим 
уравнение моментов относительно этой точки: 
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mC = 0,     -RA7a - F3a + q4a5a + MC = 0, 

откуда   MC = 2qa2 и направлен против часовой стрелки. 

Эпюру Мх строим по формуле Мх = Мо + Q. На участке 

АВ изгибающий момент изменяется по квадратичному зако-

ну. На концевой шарнирной опоре А нет пары сил, поэтому  

МА = 0.  В  сечении,  где  Qy = 0, изгибающий момент прини-

мает экстремальное значение: 

Mmax = MA + Q = (1/2)qaa = qa2/2. 

Находим  момент  в  сечении   В:    MB = Mmax + Q = qa2/2-       

- (1/2)3qa3a = -4qa2 и по трем точкам приближенно строим 

параболу, обращенную выпуклостью вниз. На участке ВС   

изгибающий момент изменяется по линейному закону от    

MB = -4qa2 до MC = MB + Q = -4qa2 + 2qa3a = 2qa2. По усло-

вию загружения балки также имеем MC = 2qa2. Совпадение 

значений МС, найденных независимо друг от друга, свиде-

тельствует о правильности построения эпюры Мх. 

 
П р и м е р   1.11 

По заданной эпюре 

изгибающего момента по-

строить эпюру поперечной 

силы и определить нагруз-

ку, действующую на бал-

ку. Криволинейный уча-

сток эпюры Мх очерчен по 

квадратной параболе, а 

кружком отмечена ее вер-

шина. 

 

B

Qy

Mx кНм 


+ 

а)

-40 -10
20 

2м 3м
б) кН


+

10 
-40

в)
q=20кН/м М1=30кНм М2=20кНм 

А
С 

RB=50кН RC=10кН

 

 
Рис. 1.17 
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Р е ш е н и е. 

 На участке АВ изгибающий момент изменяется по 

квадратичному закону:   Mx = Mo + Qoz - 0,5qz2. Так как вер-

шина параболы совпадает с точкой  А, то  Мо = МА = 0  и      

Qo = 0. Следовательно, Мх = -0,5qz2. Момент в бесконечно 

близком сечении  слева  от  опоры  В,  судя  по  приведенной   

эпюре,   равен   МВА = -40 кНм.  С  другой  стороны,           

МВА = -0,5q(2)2.  Следовательно,  q = 20 кН/м. Парабола       

обращена выпуклостью вниз, поэтому и погонная нагрузка 

направлена вниз. 

В  сечении  В  изгибающий  момент  изменяется  скач-

ком  от  МВА = -40 кНм  до  МВС = -10 кНм, что свидетельст-

вует о наличии пары сил М1 = 30 кНм, вызывающей растя-

жение нижних волокон (при обходе слева направо), т.е. на-

правленной по часовой стрелке. На опоре С приложена пара 

сил с моментом  М2 = 20 кНм, вызывающая растяжение сни-

зу (при обходе справа налево), т.е. направленная против ча-

совой стрелки. 

На участке ВС поперечная сила постоянна и равна тан-

генсу угла наклона прямой, т.е.  QBC = dM/dz = tg = (20 +      

+ 10)/3 = 10 кН. На участке АВ поперечная сила изменяется 

по линейному закону (Qy = Qo - qz) от Qo = QA = 0 до            

QBA = -q2 = -40 кН. По скачкам на эпюре Qy находим величи-

ны  и  направления  реакций:  RB = 50 кН  (направлена вверх)  

RC = 10 кН (направлена вниз). 
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Рис. 1.18 

П р и м е р   1.12 
Построить эпюры про-

дольной и поперечной сил, а 
также изгибающего момента 
для рамы, приведенной на  
рис. 1.18. 

Р е ш е н и е.  
1. Определение опорных 

реакций. Составляем уравне-

ния  равновесия:         Х = 0,  

НА = 4qa;     mA = 0,     VD4a - 4qa2 + q4aa - F2a = 0, 

откуда      VD = 2qa;       mD = 0,    

-VA4a - НАa - 4qa2 + q4a2a + F2a = 0,   откуда      VA = 2qa.  

Проверка:   Y = VA + VD - F  0. 
2. Построение эпюр  Nz,  Qy,  Mx. 
Э п ю р а   Nz. В стойках:   NAB = -VA = -2qa,    

NCD = -VD = -2qa. Ригель ВС сжимается силой НА, поэтому 
NDC = -HA = -4qa. На консоли СЕ продольная сила отсутству-
ет,  т.е.   NСЕ = 0. 

Э п ю р а   Qy. На участках АВ, ВС и СЕ нет погонной 
нагрузки, поэтому поперечная сила постоянна. В стойке CD 
поперечная сила изменяется по линейному закону. Вычисля-
ем поперечную силу в характерных точках  QA = -HA = - 4qa, 
QBK = VA = 2qa,     QCK = QBK - F = -2qa,     QCD = HA = 4qa,     
QD = 0,     QE = 0 и строим эпюру Qy. 

Э п ю р а   Мх. В стойке АВ изгибающий момент изменя-

ется по линейному закону от  МА = 0  до  МВ = -НА3a = -12qa2 
(растяжение с наружной стороны контура). Аналогичный ха-
рактер имеет эпюра  Мх на участках ВК и КС. Находим        

МК = VA2a - НА3a = -8qa2 растяжение снаружи и                
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МСК = VA4a - НА3a - F2a = -12qa2. 
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Рис. 1.19 

На  консоли  СЕ  изгибающий  момент  постоянен  (Qy = 0)  и  
равен МСЕ = -4qa2 (растяжение сверху). В стойке CD, загру-
женной равномерно распределенной нагрузкой, момент из-
меняется по закону квадратной параболы, обращенной вы-
пуклостью в сторону погонной нагрузки (влево). По условию 
загружения на опоре D   MD = 0, а в сечении С изгибающий 
момент вычисляем как сумму моментов всех сил, располо-

женных ниже этого сечения MCD = -q4a2a = -8qa2 (растяже-
ние с наружной стороны контура). По двум точкам (С и D) 
приближенно строим параболу. 

П р и м е р   1.13 
Для рамы, жестко за-

щемленной одним концом, 

построить эпюры  Nz, Qy и Mx. 

Р е ш е н и е.  

1. Определение опорных 

реакций: 

Xi = 0,   HD = 4qa; 

Yi = 0,   VD = q10a = 10qa; 

 q

3a
 

A
4a 6a B

C 

E 20qa2 

K
F=4qa

3a
 

D 

MD 

HD

VD 
 

Рис. 1.20 

mD = 0,    MD = q10a5a-20qa2 = 30qa2. 



 27

2. Построение эпюр  Nz,  Qy,  Mx. 

Э п ю р а   Nz. Стойка CD сжимается  силой                 

NCD = -VD = -10qa,  а ригель ВС растягивается силой            

NBC = F = 4qa. В остальных стержнях продольной силы нет. 

Э п ю р а   Qy. На участках ВК и CD поперечная сила  

постоянна QBK = F =4qa,   QCD = -HD = -4qa, а в ригеле АС   

изменяется по линейному закону от   QA = 0   до                      

QCB = -q10a = -10qa. 

 

+ 
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xqa 
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Рис. 1.21 

Э п ю р а   Мх. В стойке ВК момент изменяется по       

линейному закону от МК = 0  до МВК = 4qa6a = 24qa2 (растя-

жение с внутренней стороны контура). В стойке CD также 

имеем линейный закон со скачком в сечении Е, где приложе-

на пара сил 20qa2. Сосредоточенный момент вызывает рас-

тяжение с правой стороны стойки при движении от точки D  

к точке С, поэтому и скачок на эпюре будет вправо на         

величину    приложенного   момента.   Вычисляем 

              MED = -MD + HD3a = -30qa2 + 4qa3a = -18qa2, 
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MEC = MED - M = -18qa2 - 20qa2 = -38qa2, 

MCE = -MD - M + HD60 = -26qa2 и строим эпюру в стойке CD. 

В узле С нет внешней пары сил, поэтому MCB = MCE = -26qa2. 

В ригеле АС, нагруженном погонной нагрузкой q, изгибаю-

щий момент изменяется по квадратичному закону. В точке   

А нет внешней  пары  сил,  поэтому  МА = 0.  Вычисляем 

MBA = -q4a2a = -8qa2  (растяжение  сверху), 

MBС = -q4a2a + F6a = 16qa2 (растяжение снизу) и строим 

параболу, обращенную выпуклостью вниз (в направлении 

погонной нагрузки q). 
  

П р и м е р   1.14. Построить эпюру изгибающего мо-

мента, возникающего в раме, приведенной на рис. 1.22,а. За-

дачу предлагается решить самостоятельно. Для контроля на 

рис. 1.22,б дается решение. 
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Рис. 1.22 
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2. ЦЕНТРАЛЬНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ 

ПРЯМОЛИНЕЙНОГО СТЕРЖНЯ 
 

2.1.  Статически  определимые  системы 
 

При центральном растяжении (сжатии) прямолинейного 

стержня в его поперечных сечениях возникает только один 

внутренний силовой фактор – п р о д о л ь н а я   с и л а   Nz. 

С продольной силой 

связаны   н о р м а л ь н ы е  

н а п р я ж е н и я, которые на 

достаточном удалении от то-

чек приложения внешних  сил

 

F
A

Nz 

z 

 
Рис. 2.1 

р а в н о м е р н о   р а с п р е д е л я ют с я   п о   п о п е р е ч -

н о м у   с е ч е н и ю   (рис. 2.1). 

z = Nz / A                   (2.1) 

В местах приложения 

внешних сосредоточенных 

сил распределение напряже-

ний значительно отличается 

от равномерного (рис. 2.2). 

Однако, как показывает опыт, 

на расстоянии, равном при-

мерно наибольшему из попе-

речных  размеров  стержня  b, 

 

A

F
z σ

F

b
F/2 

b
F/2

b
 

 
Рис. 2.2 

распределение напряжений становится практически равно-

мерным. Отмеченное свойство выражает п р и н ц и п  С е н  –  

В е н а н а : на достаточном удалении от места приложения 

сил распределение напряжений практически не зависит от 
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способа приложения сил, а только от их статического эквива-

лента. 

У с л о в и е   п р о ч н о с т и    выражается неравенством 

max  ,                                        (2.2) 

где   = пред / П –  д о п у с к а е м о е   н а п р яж е н и е ,      

П – коэффициент запаса прочности,  пред – предельное для 

данного материала напряжение, равное пределу текучести       

(Т или 0,2) для пластичных материалов или пределу проч-

ности пч для хрупких материалов, 

т.е.     









.

,)( ,Т

материаловхрупкихдляσ

материаловпластичныхдляσσ
σ

пч

20
пред  

В инженерных расчетах отклонения от основного неравенст-

ва (2.2) допустимы в ту или другую сторону в пределах          

 5 %. 

Различают  т р и  в и д а  р а с ч е т а  н а  п р о ч -

н о с т ь :  

1) проверка прочности, 2) подбор сечения, 3) определение 

допускаемой нагрузки. 

При растяжении (сжа-

тии) возникают продольные  
и поперечные  деформации, 

связанные между собой зави-

симостью (законом Пуассо-

на):         ,                (2.3) 

 

b 

l

F 

l 

b+
b

 

 
Рис. 2.3 

где    l/l,     b/b,    - коэффициент Пуассона, который 

для различных материалов лежит в пределах от 0 до 0,5. 
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Нормальные напряжения      связаны с продольной де-

формацией     з а к о н о м   Г у к а              Е ,              (2.4) 

 
 

w(z) z 

Fqz 
m m 

A(z) 
n n 

l l 
 

Рис. 2.4 

где Е – модуль продольной 

упругости или модуль Юнга. 

Удлинение или укоро-

чение стержня в общем слу-

чае (рис. 2.4) определяется 

интегралом 


l

z

)z(EA

dzN
l

0
.            (2.5)

В  частном  случае,  когда   Nz = F = const   и   EA = const   

(рис. 2.3), 

l = Nzl / (EA).                                         (2.6) 

Величины ЕА и С = ЕА/l называются соответственно жестко-

стью сечения и жесткостью стержня при растяжении (сжа-

тии). 

Перемещение произвольного сечения z равно измене-

нию длины участка, заключенного между этим сечением и 

заделкой (рис. 2.4), т.е. 

 


 
z z

z
z

E
dz

E)z(EA

dzN
z)z(w

0 0

1
,                  (2.7) 

где  - площадь эпюры  от защемления до рассматривае-

мого сечения. 
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В стержневых системах 

перемещения узлов  опреде-

ляются через деформации 

стержней (рис. 2.5). 

У с л о в и е  же ст к о -

с т и                       (2.8) 

позволяет  решать  задачи  трех 

 

l

l




B 
l 

B1 F 

B 

Bl/cos 

 

 

 
Рис. 2.5 

типов, аналогичных расчету на прочность, а именно: провер-

ка жесткости,  подбор сечений, определение допускаемой на-

грузки. 

При упругой деформации в единице объема стержня на-

капливается энергия (удельная потенциальная энергия) 

u = 2/(2E).                                      (2.9) 

Энергия, накапливаемая во всем стержне 

 
l l

z )EA/(dzNudvU
0 0

2 2 .                      (2.10) 
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Рис. 2.6 

П р и м е р  2.1. Про-

странственный кронштейн, 

состоящий из трех стержней, 

нагружен силой F. Зная до-

пускаемые напряжения  ма-

териала стержней на растя-

жение   р = 120 МПа  и на 

сжатие   сж = 60 МПа, тре-

буется:  
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1) проверить прочность конструкции, если   F = 120 кН,  

А1 = А2 = 4 см2,   А3 = 25 см2; 

2) подобрать   сечения стержней из двух равнобоких 

уголков, если  F = 480 кН; 

3) определить, какой груз может выдержать кронштейн,  

если  А1 = А2 = 10 см2,  А3 = 60 см2. 

Р е ш е н и е. 1. Определение усилий в стержнях. Из ус-

ловия равновесия узла С имеем: 

Xi = 0,   N1sin - N2sin = 0,   N1 = N2; 

Zi = 0,   N3cos - F = 0,   N3 = F/cos = 1,25F; 

Yi = 0   2N1cos = N3sin,   N1 = N3sin/(2cos) = 0,395F. 
 

2. Определение искомых величин.  

2.1.  Пр о в е р к а   п р о ч н о с т и   к о н с т р у к ц и и  

Находим напряжения в стержнях: 

1  2  N1/A1 = 0,395120103/(410-4) = 118,5 МПар = 120 

МПа; 

3  N3/A3 = 1,25120103/(2510-4) = 60 МПа = сж = 60 МПа. 

Как видим, оба условия прочности выполняются, т.е. проч-

ность конструкции в целом обеспечена. 

2.2. П о д б о р   с е ч е н и й 

Из условия прочности на растяжение 

 р
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1
1 σ

3950
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A

F,

A

N
,      

откуда      
2
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3

р
1 см815
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104803950
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3950
,

,F,
A 




 . 
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Из условия прочности на сжатие 

 сж
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3
3 σ

251
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A

F,

A

N
,      

откуда      
2

6

3

сж
3 см100

1060

10480251
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,F,
A . 

Принимаем по ГОСТ 8509-72 (СТ СЭВ 104-74): 

- для 1-го и 2-го стержней – 2 уголка 70х70х6 (А01 = 28,15 = 

16,3 см2); 

- для 3-го стержня – 2 уголка 160х160х16 (А03 = 249,1 = 98,2 

см2). 

2.3. Оп р е д е л е н и е   д о п у с к а е м о й   н а г р у з к и  

Из условия прочности на растяжение 
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1 σ
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Из условия прочности на сжатие 

 сж
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3
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σ 

A

F,

A

N
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10601060

251
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3сж
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,,

A
F . 

Допускаемая нагрузка равна меньшей из найденных величин, 
т.е. 

F = min{[Fр],  [Fсж]} = [Fсж] = 288 кН. 
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П р и м е р   2.2 

Круглая колонна диаметра d 

сжимается силой F. Определить 

увеличение диаметра d, зная мо-

дуль упругости Е и коэффициент 

Пуассона  материала колонны. 

Р е ш е н и е. 

Продольная деформация по 

закону Гука равна    

  z/E = -4F/(d2E). 

 

d 
F 

 
Рис. 2.7 

Используя закон Пуассона, находим поперечную де-

формацию                               4F/(d2E). 

С другой стороны,                    d/d. 

Следовательно,                   d = 4F/(dE). 
 

П р и м е р   2.3. Определить из расчетов на прочность и 

жесткость  допускаемую  силу  F,  если     = 120 МПа,    

с = 1,7 мм,   А1 = 2А,    А2 = А = 5 см2,    l1 = l2 = l = 1 м,        

Е = 200 ГПа. 
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Рис. 2.8 
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Р е ш е н и е. 1. Определение усилий в стержнях. Из ус-

ловия равновесия бруса АС имеем 

mA  ,        F3a - N1a  ,        N1  3F; 

mB  ,        F2a - N2a  ,        N2  2F. 

2. Расчет на прочность. Находим напряжения в стерж-

нях                 1  N1/A1 = 3F/(2A),     2  N2/A2 = 2F/A. 

Как видим, наиболее нагруженным является 2-й стержень, 

прочность которого предопределяет прочность всей конст-

рукции в целом. Из условия прочности max = 2  2F/A 

находим  Fm  0,5A  30 кН. 

3. Расчет на жесткость. Вычисляем деформации стерж-

ней 

l1 = N1l/(EA1) = 3Fl/(2EA),     l2 = N2l/(EA2) = 2Fl/(2EA), 

а по ним перемещение точки С. Из подобия треугольников 

В1А1В2 и С1А1С2 имеем:  В1В2/А1В2 = С1С2/А1С2  или             

(l1 + l2)/a = (C + l2)/3a, откуда     C = 3l1 + 2l2 =                   

= 9Fl/(2EA) + 4Fl/(EA) = 8,5Fl/(EA). 

Записываем условие жесткости     C = 8,5Fl/(EA)  C,  

откуда  Fж = EAC/(8,5l) = 200109510-41,710-3/(8,51) = 20 

кН. 

Допускаемая нагрузка из расчета на жесткость получи-

лась меньше, чем из расчета на прочность, поэтому ее и при-

нимаем в качестве окончательной, т.е. 

F = min{[Fm], Fж} = Fж = 20 кН. 
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П р и м е р   2.4. По-

строить эпюры продольной 

силы, напряжения и пере-

мещения для ступенчатого 

бруса. 

Р е ш е н и е. 1. Опре-

деление опорной реакции. 

Составляем уравнение рав-

новесия в проекции  на   ось 

z:   Zi = 0,  

 -2qa + 2q2a- qa + qa-RE = 0,

откуда   RE = 2qa. 

2. Построение эпюр  

Nz, z, W. 

 

2

2q

2a

2qa q

a a 

1/21
1

Nz

xqa

B 2A C
4A

D A E 
RE qa 

2 2 2 1 
+ 



+ 

1/4 2 

z

xqa/A

a

+

19/8 23/8 2 
EA

qa
x

2
W

Рис. 2.9 

Э п ю р а   Nz. Она строится по формуле    

Nz = Noqz. 

Имеем      NB = -2qa,      NC = NB + 2q2a = 2qa 

NDC = NC - qa = qa,     NDE = NDC + qa = 2qa. 

Э п ю р а  z. Напряжение равно z = Nz/A(z). Как следу-

ет из этой формулы, скачки на эпюре z будут обусловлены 

не только скачками Nz, но также резкими изменениями пло-

щади поперечных сечений. Определяем значения z в харак-

терных точках: 

B = NB/(2A) = -2qa/(2A) = -qa/A, 

CB = NC/(2A) = 2qa/(2A) = qa/A; 

CD = NC/(4A) = 2qa/(4A) = qa/(2A),     DC = NDC/(4A) = qa/(4A), 

DE = NDE/A = 2qa/A   и строим эпюру z. 
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Э п ю р а   W. Она строится по формуле 

 
z

o
ozo E/Wdz

E
WW σσ

1
. 

Построение ведем от защемления к свободному концу. Нахо-

дим перемещения в характерных сечениях:  Wo = WE = 0, 

WD = Wo + /E = (2qa/EA)a = 2qa2/(EA), 

WC = WD + /E = 2qa2/EA + (1/2)(1/2 + 1/4)(qa/EA)a = 

= (19/8)qa2/EA, 

Wmax = WC + /E = (19/8)qa2/EA + (1/2) )(qa/EA)a = 

= (23/8)qa2/EA, 

WB = WC + /E = WC = (19/8)qa2/EA   и строим эпюру W. 
 

 a=const 

  

C 
F 

N  

C
F 

N

 
Рис. 2.10 

     П р и м е р   2.5. К двум 

одинаковым стержням при-

ложена сила F. Установить, 

при каком угле  конструк-

ция будет иметь наименьший 

вес? 

Р е ш е н и е. Вес конст-

рукции   является   функцией  

угла  ,  т.е. G = G().  Нам  необходимо  установить такой 

угол, при котором функция  G()  принимает  минимальное 

значение. В теории оптимального проектирования она назы-

вается целевой функцией. 

Для определения веса стержневой системы нужно знать 

площади сечений стержней. Из условия равновесия узла С 

находим усилия в стержнях: 

Yi = 0,     2Ncos - F = 0,    N = F/(2cos), 
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а из условия прочности – площади их поперечных сечений: 

N/A  , откуда   A = N /  = F / (2cos). 

Учитывая, что длины стержней  l = a/(2sin), находим вес 

конструкции (целевую функцию):    

G = 2Al = Fa/(2sincos) = Fa/(sin2).  

Функция G() принимает минимальное значение, когда  

sin2 = 1, откуда  2 = 90  и   = 45. 
 

П р и м е р   2.6. Опреде-

лить диаметр d, а также удли-

нение участка CD для кругло-

го стержня, нагруженного си-

лой F, принимая во внимание 

собственный вес. Удельный 

вес , допускаемое напряже-

ние  и модуль упругости Е 

материала стержня заданы. 

Р еш е н и е . 

 F/A+l 

F/A+3l/4 m s

F/A+l/4 
n r

F/A z 

B

Cd

D

E

F

l/
4 

l/
2 

l/
4 

z 

 

Рис. 2.11 

Для призматического стержня при действии собствен-

ного веса и сосредоточенной  силы   F   на   свободном конце 

имеем: 

- продольная  сила  в  произвольном сечении  

N(z) = F + Az, 

- нормальное напряжение в этом же сечении  

z = F/A + z. 

Из условия прочности находим искомый диаметр 

max = F/A + l  ,    и    
)l]([

F
d




σ

4
. 
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oткуда     A = d2/4 = F/([]-l). 
Удлинение участка CD находим по общей формуле 

  D
C zCD E/dz

E
l σσ

1
. 

Здесь    = mnrs – это площадь трапеции mnrs, которая равна  

mnrs = (1/2)(C + D)(l/2) = (F/A + l/2)(l/2). 

Следовательно,   lCD = mnrs/E = (l/4E)(2F/A + l). 
 

2.2. Статически неопределимые системы 
 

2.2.1.  О б щ и е   с в е д е н и я 
 

Конструкции, усилия в которых не могут быть опреде-

лены только при помощи уравнений статики, и задачи, свя-

занные с расчетом таких конструкций, называют статически 

неопределимыми. Разность между общим числом неизвест-

ных и количеством независимых уравнений статики, которые 

можно составить для рассматриваемой системы, носит назва-

ние степени статической неопределимости. В зависимости от 

этого числа различают системы один, два, …, П раз статиче-

ски неопределимые. 

Статически неопределимую систему можно рассматри-

вать как некоторую статически определимую систему, на ко-

торую наложены дополнительные (“лишние”) связи. При та-

ком подходе степень статической неопределимости устанав-

ливается по числу дополнительных связей. 

Деформации стержней, образующих систему, не могут 

быть независимыми, а должны подчиняться некоторым усло-

виям, вытекающим из особенностей рассматриваемой конст-
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рукции. Аналитическая запись этих условий дает дополни-

тельные уравнения (так называемые уравнения совместности 

деформаций), которые вместе с уравнениями статики позво-

ляют определить неизвестные усилия. 
 

F 

1 раз 

F

2 раза

F 

3 раза 

Рис. 2.12 
 

Ст ат и ч е с к и   н е о п р е д е л и м ы е   с и с т е мы    

в отличие от статически определимых обладают следующими 

особенностями  (с в о й с т в а м и): 

1) усилия в элементах зависят от их жесткостей, а имен-

но: чем больше жесткость элемента, тем больше усилие на 

него приходящееся; 

2) при неточном изготовлении элементов в процессе 

сборки в них возникают монтажные (сборочные) усилия; 

3) при колебаниях температуры в элементах статически 

неопределимых систем возникают температурные усилия. 

Деформации стержней в этом случае определяются алгебраи-

ческим суммированием приращений длин от усилий и от из-

менения температуры 

l = lf + Nl/(EA).                               (2.11) 

Расчет статически неопределимых систем производится 

либо по упругой стадии (метод допускаемых напряжений), 
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либо с учетом пластических деформаций (метод допускае-

мых нагрузок). 
 

2.2.2. Расчет  по  допускаемым  напряжениям 
 

При таком подходе несущая способность конструкции 

отождествляется с несущей способностью наиболее нагру-

женного элемента. Последовательность расчета при этом вы-

глядит следующим образом. 

Составляются уравнения статики и по числу лишних 

неизвестных – дополнительные уравнения совместности де-

формаций. Решая полученную систему, определяют усилия в 

стержнях и связанные с ними напряжения. Из сопоставления 

напряжений в наиболее нагруженном элементе с допустимой 

величиной делается заключение о надежности конструкции 

либо определяются искомые величины (размеры сечения 

стержней, допускаемая нагрузка). 
 

П р и м е р   2.7. Соста-

вить полную систему уравне-

ний и определить усилия в 

стержнях. 

Р е ш е н и е 

1. Схема (рис. 2.13):  

А1 = А2 = А3 = А. 

Уравнения статики 

mA = 0,  N2a+N34a = F3a, (1)

Yi = 0,   N1+ N2+ N3 = F.      (2) 

 a)

A B C D 

a 2a a 

б) N1

 

F 

2l
 

N2

F 

BA C D 

N3 

l1 l2
l3

2l
 3l
 4 l

 

1 2
3 

A1

B2

B1

D2 

D1 

 

 
Рис. 2.13 
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Уравнение совместности деформаций. Деформации стержней 

АА1 = l1,   BB1 = l2,   DD1 = l3. 

Из подобия треугольников  АВ1В2 и AD1D2 имеем 

(l2-l1)/a = (l3-l1)/4a, 

откуда, выражая удлинения через усилия по закону Гука 

l1 = N12l/(EA), l2 = N23l/(EA), l3 = N34l/(EA), 

получим    6N2 - 3N1 = 2N3. 

Решая совместно уравнения (1), (2) и (3), найдем 

N1 = (2/35)F,    N2 = (9/35)F,    N3 = (24/35)F. 
 

F

N1 

B

y 

N2 

N1

N260 

30 

30 1 

a 
a 

B 

F 2 60 

а) б) 

в) 
В 

В1

 В
 l1l2 60 30

 
Рис. 2.14 

2. Схема (рис. 2.14): 

Е2 = 2Е1 = 2Е, 

А1 = 2А2 = 2А. 

У р а в н е н и е  с т а -

т и к и . Из условия равновесия 

узла  В  имеем   Y = 0, 

2N1cos30 + 2N2cos60 = F.  (4)

У р а в н е н и е   с о в м е с т н о с т и   д е ф о р м а ц и й   

(рис. 2.14, в) 

B = l1/cos30 = l2/cos60, 

откуда, выражая деформации через усилия 

  l1 = N1a/(cos30E2A),     l2 = N22a/( 2EA),   получим  

N1 = 3N2.                                               (5) 

Решая совместно уравнения (4) и (5), найдем 

N1 = 0,27F;     N2 = 0,09F. 
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Рис. 2.15 

3. Схема (рис. 2.15). 

У р а в н е н и я  с т а -

т и к и   (рис. 2.15, б). 

У з е л   А 

Y = 0,      N2 = 2N1cos.       (6)

У з е л   В 

Y = 0,      N2+2N3cos = F.  (7) 

У р а в н е н и е  с о -

в м е с т н о с т и  д е ф о р -

м а ц и й  

B - A = l2,     A = l1/cos,     B = l3/cos. 

Выразив удлинения через усилия по закону Гука,     по-

лучим 

N3l3/(E3A3cos) - N1l1/(E1A1cos) = N2l2/(E2A2).            (8) 

Решая совместно уравнения (6), (7) и (8), найдем усилия 

в стержнях. 
 

П р и м е р   2.8. Невесо-

мая жесткая балка подвешена 

на трех одинаковых стержнях 

и нагружена силой F. Во 

сколько раз уменьшится на-

пряжение в среднем стержне, 

если площадь его сечения 

увеличить в 4 раза. 

Р е ш е н и е.    1.   Опре- 

 
a)

A B C 
a a 

б) N1 N2 

F

BA C 

N1 

l1 l2 l1

1 2 1 

A1 B1 C1 

 
 

Рис. 2.16 

деление усилий. Данная система является  1 раз статически 

неопределимой. Поэтому в дополнение к уравнению  статики  
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необходимо составить одно уравнение совместности дефор-

маций. 

Уравнение статики:  Y = 0,     2N1 + N2 = F.                 (1) 

Уравнение совместности деформаций l1 = l2 или,     

заменяя деформации через усилия по закону Гука,     

N1l/(EA1) = N2l/(EA2), откуда  

N2 = (A2/A1)N1 = mN1,                                    (2) 

где  m = A2/A1 отношение площадей. 

Решая совместно (1) и (2), найдем 

N1 = F/(2 + m),    N2 = Fm/(2 + m). 

2. Исследование напряжений при изменении жесткости 

конструкции. Находим напряжения в стержнях 

1 = N1/A1 = F/[A1(2 + m)],    2 = N2/A2 = Fm/[A2(2 + m)]. 

Пусть  в  исходном  состоянии   А1 = А2 = А, т.е.   m = 1. 

Тогда    N1 = N2 = F/3   и   1 = 2 = F/(3A). 

После увеличения площади поперечного сечения сред-

него стержня в 4 раза (m = 4) будем иметь 

N1 = F/6,    N2 = 2F/3   и   1 = 2 = F/(6A), 

т.е. напряжения в среднем стержне уменьшаются в 2 раза. 

Как видим, напряжения уменьшаются в меньшей пропорции, 

чем увеличивается площадь сечения. Это связано с тем, что 

одновременно с увеличением площади сечения стержня воз-

растает и усилие в нем. В статически определимых системах 

усилия не зависят от площади поперечных сечений стержней, 

поэтому увеличение площади сечений сопровождается про-

порциональным уменьшением напряжений. 
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М о н т а ж н ы е    н а п р я ж е н и я 
 

П р и м е р   2.9 

Определить напряжения, 

возникающие в упругих эле-

ментах системы после сбор-

ки, если стержень 1 изготов-

лен короче проектной длины 

на  = 0,5 мм. Дано:    

А1 = А2 = А,   а = 1м,    

Е = 200 ГПа. 

 а) б) 3а

2 45

В

С

Во
1О 2а

 


 

О

N2 .. 

. 

C l2 C2

C1

B 
B1 

B2 

Bo 

N1 


l 1

 
 

Рис. 2.17 

Р е ш е н и е 

Данная система является однажды статически  неопре-

делимой (четыре неизвестных при трех уравнениях статики). 

Поэтому в дополнение к уравнению статики  

 mo = 0,       N23a - N12a = 0,       N2 = (2/3)N1              (1) 

необходимо составить одно уравнение совместности дефор-

маций. Из подобия треугольников ВВ1В2 и СС1С2 имеем 

ВВ2/СС2 = ВВ1/СС1 или (-l1)/l2 = 2/3. Заменяя деформации 

через усилия в стержнях, получим дополнительное уравнение 


EA

aN

EA

aN 23

3

2 12      или     N1+N2 = EA/(2a).           (2) 

Решая совместно уравнения (1) и (2), найдем усилия в 

стержнях    N1 = 0,3EA/a,   N2 = 0,2EA/a, а по ним и иско-

мые напряжения 

1 = N1/A = 0,3E/a = 0,32001090,510-3/1 = 30 МПа; 

2 = N2/A = 0,2E/a = 0,22001090,510-3/1 = 20 МПа. 
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Т е м п е р а т у р н ы е   н а п р я ж е н и я 
 

П р и м е р   2.10. Определить напряжения, возникаю-

щие в упругих элементах системы (рис. 2.18), если              

после монтажа температура увеличилась на t = 40C.            

Дано:   А1/А2 = 2,   Е = 200 ГПа,    = 12510-7. 

 а) 

а 

О 

С
1

2
30 

. 

б) О

N2 

C . 

l1 

C2 N1 

30 

C1 
l2 

 
Рис. 2.18 

Р е ш е н и е 

Данная система является однажды статически неопре-

делимой. 

Уравнение статики    mQ = 0,    N2OC-N1OCsin30 = 0,     

N2 = N1sin30   или   2А = 12Аsin30, откуда   1 = 2.     (1) 

Уравнение совместности деформаций    l1 = -l2sin30 

или    302
2

22
1

1

11 sintl
EA

lN
tl

EA

lN








 . 

Переходя от усилий к напряжениям, получим 

1l1 + 2l2sin30 = -Et(l1 + l2sin30).                             (2) 

Решая совместно (1) и (2), найдем температурные на-

пряжения  

1 = 2 = -Et = -12510-720010940 = -100 МПа. 
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2.2.3. Расчет по допускаемым нагрузкам 

 

Метод расчета по допускаемым нагрузкам исходит из 

более широкого использования экспериментальных данных, 

анализа пластических свойств материалов и их учета. 

В этом методе путем расчета определяются не напряже-

ния, а находится предельная нагрузка Fпред, при которой кон-

струкция становится непригодной для эксплуатации. За      

допускаемую нагрузку принимается доля от предельной    

[FF]  = Fпред/П и условие прочности в данном случае прини-

мает вид 

Fmax  [FF].                                   (2.12) 

При определении предельной нагрузки действительную 

диаграмму растяжения материала заменяют идеализирован-

ной диаграммой Прандтля, в которой площадка текучести 

принимается неограниченной (рис. 2.19). Поэтому расчет по 

допускаемым нагрузкам применим лишь для конструкций, 

выполненных из пластичных материалов и только при дейст-

вии статических нагрузок. 

Теоретическое определение допускаемой нагрузки воз-

можно только для некоторых простейших случаев. Один      

из подходов состоит в том, что рассматриваются различные 

кинематически возможные схемы исчерпания несущей     

способности системы (система становится геометрически   

изменяемой).   Продольные  усилия  в  элементах,  появление 
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текучести в которых приво-

дит к исчерпанию несущей 

способности конструкции, 

принимаются равными про-

изведениям допускаемых на-

пряжений  на  площади  попе- 





 Т

 
Рис. 2.19 

речных  сечений.  Из уравнений предельного равновесия оп-

ределяются допускаемые нагрузки, соответствующие каждо-

му из вариантов исчерпания несущей способности. В качест-

ве допускаемой нагрузки для конструкции принимается наи-

меньшая из найденных величин. 
 

П р и м е р   2.11 

Определить величину допускае-

мой нагрузки для данной конструкции, 

если А1 = =А2 = А3 = А,   l1 = l2 = l3 = l. 

Все стержни изготовлены из одного  и 

того же материала. 

 
 a)

A B C
3a a 

F 
1 2 3

2а 
 

 б) []A N3 

C 
  1
FF

A 
N2

в) 
[]A

B

N1 []A 

  2
FF

[]A г)

A

[]A

  3
FF

 
Рис. 2.20 

 

Р е ш е н и е. Данная система является один раз статиче-

ски неопределимой (три неизвестных при двух независимых 

уравнениях статики). Несущая способность ее будет исчер-

пана (система станет геометрически изменяемой), когда воз-

никнут пластические деформации в двух стержнях. Таких ва-
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риантов три. 

П е р в ы й   в а р и а н т  (рис. 2.20,б). Несущая способ-

ность исчерпывается при появлении пластических деформа-

ций в 1-м и 2-м стержнях. Принимаем N1 = N2 = []A и со-

ставляем уравнение моментов относительно точки С mC = 0, 

       023σ6σ 1  aFaAaA F ,    откуда       A,FF σ541  . 

В т о р о й   в а р и а н т (рис. 2.20,в). Несущая способ-

ность исчерпывается при появлении пластических деформа-

ций в 1 и 3-м стержнях. Принимаем N1 = N3 = []A и состав-

ляем уравнение моментов относительно точки В:   mВ = 0, 

       03σ3σ 2  aFaAaA F ,    откуда       AFF σ62  . 

Т р е т и й   в а р и а н т (рис. 2.20,г). Несущая способ-

ность исчерпывается при появлении пластических деформа-

ций во 2 и 3-м стержнях. Принимаем N1 = N2 = []A и состав-

ляем уравнение моментов относительно точки А:  mА = 0,   

       046σ3σ 3  aFaAaA F ,    откуда       A,FF σ2523  . 

Допускаемой нагрузкой для конструкции будет наи-

меньшая из трех найденных величин: 

                A,FF,F,FminF FFFFF σ2523321  . 
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П р и м е р   2.12 

Подобрать сечения стержней, 

если А1 = А2 = А3 = А,   F = 870 кН, 

допускаемое напряжение  = 150 

МПа. 

Р е ш е н и е 

1. Определение допускаемой 

нагрузки. Несущая способность кон-

струкции   будет   исчерпана,    когда 

 
 a)

О  

2м
F

1
2 3 

4м 

б)
[]A[]A []A 

 FF

3м
 

О  

 
Рис. 2.21 

пластические деформации возникнут во всех трех стержнях.  

Полагая  N1 = N2 = N3 = А  и составляя уравнение моментов 

относительно точки О, найдем допускаемую нагрузку 

mО = 0, 

        26σ6σ2σ  FFASinAA , 

 откуда        A,FF  σ85 . 

2. Подбор сечений. Записываем условие прочности 

    AFF F  σ8,5 , 

откуда находим искомую площадь 

     263 см10101508,5/10870σ8,5/  FA . 
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1. ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
 

1.1. О б щ и е   с в е д е н и я 
 

 а) 
б)

Pj Pi

P1

P2

K 

Pi

K R 
A 

 
Рис. 1.1 

Напряжение в точке, 

равное  
0


A

A/Rlimp


,   (1.1)

Зависит от ориентации пло-

щадки. Каждой площадке с 

нормалью in


 соответствует 

свой вектор напряжения ip


. 

Совокупность  векторов 

напряжений для всевозможных площадок, проходящих через 

данную точку, представляет напряженное состояние в этой 

точке. Итак, если напряжение – это одиночный вектор, то на-

пряженное состояние – это пучок векторов. 

Количественной характеристикой напряженного со-

стояния выступает тензор напряжения ТН, компонентами ко-

торого являются нормальные и касательные напряжения на 

трех взаимно перпендикулярных площадках. (рис. 1.2, б). 

y
x

z

K

а)

б)



y

yz
yx

zy

z zx

 xy
x

xz



в) 2

1

3

. .

.

 
Рис. 1.2 
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3
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zzyzx

yzyyx

xzxyх

НТ                                    (1.2) 

Здесь x, y, z – нормальные напряжения; xy, yz,zx – каса-

тельные напряжения (первый индекс означает нормаль к 

площадке, а второй – параллельную касательному напряже-

нию ось). 

. .




 

Рис. 1.3 

Касательные напряжения подчиня-

ются закону парности, согласно кото-

рому    или в общем виде  

ij = ji.                       (1.3)

В каждой точке тела существуют по крайней мере три 

взаимно перпендикулярные площадки, свободные от каса-

тельных напряжений и называемые главными (рис. 1.2, в). 

Действующие на них главные напряжения обладают экстре-

мальными свойствами и связаны между собой соотношением 

1  2  3                                     (1.4) 

(с   у ч е т о м   з н а к а!). 

Напряженное состояние в точке можно изобразить гра-

фически с помощью круговой диаграммы Мора. Геометриче-

ским образом напряженного состояния является криволиней- 

n Pn

n

n

3

0 3 2 1
2

1

 m
ax

n

ный треугольник 123. 

Из рисунка –наглядно 

видно, что наибольшее 

касательное напряже-

ние равно 

max  1       (1.5) 
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К л а с с и ф и к а ц и я   н а п р яж е н н ы х   состояний: 

1. О б ъ е м н о е  (все три главных напряжения отличны от 

нуля). 

2. П л о с к о е  (одно из главных напряжений равно       

нулю). 

3.  Л и н е й н о е  (два главных напряжения равны нулю). 

 

С в я з ь    м е ж д у    н а п р я ж е н и я м и    

и    д е ф о р м а ц и я м и 
 

2

3

1

 

Закон Гука в главных осях 

  
  
   










./σσσ

,/σσσ

,/σσσ

2133
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3211

E

E

E

                     (1.6) 

 





 

Закон Гука при сдвиге 

  G ,                                      (1.7) 

где  - угол сдвига, G – модуль сдвига, 

равный 

G = E/.                           (1.8)
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Обобщенный закон Гука 

  
  
   














.G/,E/

,G/,E/

,G/,E/

zxzxyxzz

yzyzxzyy

xyxyzyxx

σσσ

σσσ

σσσ

 

(1.9)
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Относительное изменение объема     ,           (1.10) 

где    = (x + y + z)/3 – среднее напряжение,  = Е/[3(1-2)] 

– модуль объемной деформации. 

Удельная потенциальная энергия упругой деформации. 

П о л н а я 

    E/u 2σσσσσσ2σσσ 133221
2
3

2
2

2
1  .       (1.11) 

Э н е р г и я   и з м е н е н и я   о б ъ е м а 

     K/E/uоб 2σ2σ213 22  .                             (1.12) 

Э н е р г и я   и з м е н е н и я   ф о р м ы 

        G/uф 122
13

2
32

2
21  .     (1.13) 

 

 Лин е йн о е   н ап р яж енн о е  

с о с т о я ни е  
  

 а) б) в)

F z 

a 

b 
. 

c 

 

A 

A
П 

 
 F 

 

t 

z 
z 


.

z



 z





=-(90-)


П 

 2
3

 m
ax

 

1  
z 

 

П

1=z 

 
Рис. 1.4 

Оно реализуется при центральном растяжении и сжатии 

прямолинейного стержня (рис. 1.4, а). Для определения на-
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пряжений на произвольной наклонной площадке выделим 

элемент и рассмотрим его равновесие: 

Fin = 0,   A = zAcos,   откуда    = zcos2; 

Fif = 0,   A = zAsin,  откуда    = zsincos =    

= 0,5zsin2. 

Итак,                 
 










.,

,,

z

zz

2sinσ50

2cos1σ50cosσσ

α

2
α              (1.14) 

На площадке, перпендикулярной к данной, с нормалью, 

наклоненной к оси z под углом    = -(90-) 















.sin,

;sin

z

z

2σ50

σσ 2

                             (1.15) 

Из формул (1.14) и (1.15) вытекают следующие выводы: 

1. Наибольшее нормальное напряжение возникает в по-

перечном сечении стержня 

max = =0 = z = Nz/A. 

2. Наибольшее касательное напряжение возникает на 

площадке, наклоненной под углом 45 к оси стержня 

max = =45 = 0,5z. 

3. На двух любых взаимно перпендикулярных площад-

ках касательные напряжения равны по величине   ,      
а сумма нормальных напряжений постоянна    

 +  = z = const. 

Исключая из формул (1.14) угол , получим 

   222 5050 zz ,,   .                  (1.15) 

Это уравнение круговой диаграммы Мора для линейного на-

пряженного состояния (рис. 1.4, в). 
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Линейная деформация в произвольном направлении, 

образующем угол  с осью z, определяется по закону Гука 

следующим выражением: 

    
22σ

σσ
1

sincos
EE

z            (1.16) 

П р и м е р    1.1. Подобрать диаметр стержня круглого 

сечения из условия, что наибольшее касательное напряжение 

в нем не должно превышать 100 МПа. Найти также величину 

нормального напряжения в точке К сечения mn, если              

F = 8 кН. 

Р е ш е н и е. 1. Строим 

эпюру продольной силы и ус-

танавливаем:     

Nmax = NAB = 2F,    NBC = F. 

2. Определяем диаметр 

стержня. Из условия прочно-

сти по касательным напряже-

ниям       max = 0,5max   

 

B Cd D A
F

30
m

 

+

F 2F 
K

n 
 

2 1
1 

Nz 

xF 

Рис. 1.5 

или   0,5Nmax/A = 0,5(2F)/(0,25d2)  , 

откуда      мм101010010844 63  //Fd . 

3. Определяем нормальное напряжение в точке К сече-

ния mn (уч. ВС)    

  zcos2  (F/A)cos230  103/10-40,75  76 МПа. 

П р и м е р   1.2. Тензометр, имеющий коэффициент 
увеличения k = 1000 и базу s = 20 мм, установлен на стальном 

образце сечением 20х7 мм под углом 45 к его оси. Опреде-
лить показание тензометра при нагружении  образца  силой   
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F = 40 кН.  Принять   Е = 200 ГПа,    = 0,3. 
 

F FS
T 

45 

Рис. 1.6 

Р е ш е н и е. 
Деформация в направлении 
базы тензометра равна  

T    n(Ks).        (а)
С другой стороны, 
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Приравнивая (а) и (б), находим 
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1.3. П л о с к о е   н а п р я ж е н н о е   с о с т о я н и е 
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Рис. 1.7 

Оно реализуется, например, в тонкой пластине, нагру-
женной по контуру силами, равномерно распределенными по 
ее толщине (рис. 1.7). 

Зная напряжения на площадках, совпадающих с коор-
динатными плоскостями xz и yz, определим напряжения на 
произвольной наклонной площадке, а также наибольшие 
нормальные и касательные напряжения, возникающие в дан-
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ной точке. Выделим из пластины бесконечно малый элемент 
aob и рассмотрим его равновесие: 

21210 /dydx/dxdy,m yxxyo   , откуда  xy = yx   (1.17) 

0cossinsinσcosσ1σ0 y    dxdydxdyds,X yxxyxxi

откуда после сокращения на ds 

 2sinsinσcosσσ 22
xyyxx ;                        (а) 

0sincoscosσsinσ0 y    dxdydxdyds,Y yxxyxyxi  

откуда после упрощения 
    2cos2sinσσ50 xyyxyx , .                           (б) 

Итак, 
   
 













.,

,,,

xyyxyx

xyyxyxx

2cos2sinσσ50

2sin2cosσσ50σσ50σ
     (1.18) 

Если заменить в формуле (а) угол  на 90+, то получим  

 2sincosσsinσσ 22
xyyxy .                         (в) 

Исключая в формулах (1.18) угол , получим уравнение 
круговой диаграммы Мора для плоского напряженного со-
стояния (рис. 1.8) 

      xyyxyxyxx ,, 2222 σσ50σσ50σ   .    (1.19) 



O
R  m

ax

min

a
max

 
Рис. 1.8 

Это уравнение типа  (x-a)2+y2 = R2,  

где     a = 0,5(x+y), 

   222 50 xyyx,R  . 

Непосредственно из круговой 
диаграммы находим величины 
главных напряжений: 

    



  22

min
max 450 xyyxyx,Ra .     (1.20) 
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Ориентация главных осей определяется из условия     

xy = 0,   откуда                 tg2o = 2xy/(x-y).                   (1.21) 

Более удобна следующая формула: 

xyx /tg 











min
max

min
max .                       (1.22) 

Экстремальные касательные напряжения равны по ве-

личине радиусу круговой диаграммы  

  22

min
max 450 xyyx,R   .          (1.23) 

И действуют на площадках, равнонаклоненных к глав-

ным осям. 

Ч а с т ны й  с л у ч а й  -  ч и с ты й  с д в и г   (рис. 1.9). 

Так как   x = y = 0,   xy = yx = , то по формулам (1.20) 

и (1.21) получим 
 

y 
 

 
x 1 

3 

45 

 
1

x 

3 O 
2 

1 

y 3
3 1

45 

Рис. 1.9 


min
max , 

следовательно 

,1    ,02     3 ; 

02tg ,   откуда 

 902 0  и  902 0 . 

Зависимости между напряжениями и деформациями оп-

ределяются законом Гука: 
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- п р я м а я  ф о р м а  
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- о б р а т н а я  ф о р м а  
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             (1.25) 

П р и м е р  1.3. Найти аналитически и графически вели-

чины и направления главных напряжений, действующих в 

плоском элементе, на гранях которого заданы напряжения 

(МПа):    x = 20,    y = -60,   xy = -80. 

y
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x x
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xy
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Рис. 1.10 

Р еш е н и е . 1. Аналитический метод. Величины глав-

ных напряжений 
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min
max 450 xyyxyx, , 

       917840508046020602050 22

min
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следовательно,       max = 1 = 69,4 МПа;        2 = 0;      

min = 3 = -109,4 МПа. 

Направление главной оси 1 

tg1 = (1-x)xy = (69,4-20)(-80) = -0,62;   1 = -3142. 

2. Графический метод. Для графического решения зада-

чи необходимо по заданным напряжениям построить круго-

вую диаграмму Мора. Отложив по оси абсцисс отрезки, изо-

бражающие в выбранном масштабе нормальные напряжения,   

ОА = x,   ОВ = y и разделив отрезок АВ пополам, найдем 

центр круга С, абсцисса которого 0,5(x + y) = а. Далее от-

ложим из точки А отрезок Ах = xy, а из точки В в     противо-

положном направлении отрезок Вy = yх.         Замечая, что АС 

= 0,5(x - y), найдем радиус круга 

   Cx,R xyyx  2250 . Окружность, описанная этим 

радиусом, отсекает на оси абсцисс отрезки О1 = а + R = max 

и О3 = а - R = min. Нетрудно установить, что 121 xC , а 

131 x , как вписанный. Следовательно, линия 3х графиче-

ски определяет направление оси max (оси 1), а линия 3y – оси 

min (оси 3). 

П р и м е р  1.4. На плоское напряженное состояние чис-

того сдвига с напряжением  = 10 МПа накладывается двух-

осное сжатие с напряжениями, равными 10 МПа. Каково бу-

дет результирующее напряженное состояние? 
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y
,
МПа



3=-20

=10

x

3 O

3

1

x=-10

20 

1,2
=10

20 
45 y=-10 45 

.  
x 10 

10
а) б) в) 

 
Рис. 1.11 

Р еш е н и е . Задачу решаем графически. По двум точ-

кам х и y строим круговую диаграмму (рис. 1.11, б), из кото-

рой находим главные напряжения   1 = 2 = 0,   3 = -20 

МПа, т.е. результирующее напряженное состояние является 

одноосным сжатием (рис. 1.11, в). 
 

П р и м е р  1.5. В пластине, изготовленной из хрупкого 

материала, от некоторой нагрузки возникают пропорцио-

нальные ей напряжения (рис. 1.12, а). Условно принимая, что 

прочность материала зависит только от наибольшего растя-

гивающего напряжения, определить, во сколько раз должна 

возрасти нагрузка, чтобы в пластине появилась трещина,    

если  предел  прочности  материала  на  растяжение  равен 

пчр = 50 МПа. Под каким углом к оси х будет наклонена 

трещина? 
 

1 

x10 

20 

y 

трещина 

. 

 

y 
3 

3


1

1 
x 

2230 

 
Рис. 1.12 

Р еш е н и е . Вычисляем 

наибольшее главное напряже-

ние  

   yx,501  

  
 22 4 xyyx  
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МПа.1424104202050 22 ,, 




   

Ориентация оси 1 

tg1 = (1 - x)/xy = 24,14/(-10) = -2,41, 

откуда 1=-6730. Трещина, будучи перпендикулярной к наи-

большему растягивающему напряжению 1, направлена под 

углом 90-1 = 2230 к оси х. 

Находим запас прочности   П = пчр/1 = 50/24,14 = 2,07. 
 

 2 y 

В А

x 

1 

=30 

Рис. 1.13 

П р и м е р  1.6. Вычислить 

величины главных напряжений, 

действующих по граням элемента, 

если известно, что после приложе-

ния этих напряжений приращения 

показаний тензометров А и В со-

ставили соответственно: ПА = 9,9 

мм,    ПВ = 3,1 мм.    Тензометр  А 

установлен под углом  = 30 к направлению напряжения 1, 

а тензометр В перпендикулярно к тензометру А. Базы тензо-

метров одинаковы и равны s = 20 мм, коэффициент увеличе-

ния k = 1000. Модуль упругости материала пластины             

Е = 80 ГПа, коэффициент Пуассона  = 0,35. 

Р еш е н и е  

Относительные удлинения в направлении тензометров А 

и В равны 

   
    .,/,sk/n

,,/,sk/n

By

Ax

4

4

1055120100013

1095420100099
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Пользуясь законом Гука в обратной форме, находим напря-

жения 

         2942 35011080105513509541 ,/,,,/E yxx

МПа,50  

         2942 35011080103509545511 ,/,,,/E xyy

МПа.30  

Для вычисления главных напряжений имеем следую-

щую систему: 











,

,

y

x

2
2

2
1

2
2

2
1

cossin

sincos
 

решая которую, найдем 1 = 60 МПа, 2 = 20 МПа. 
 

1.4. Объ емн о е  н апр яж енн о е  с о с т о я ни е  
 

 z 

x 
y F 

P P l 

a
b 

 
Рис. 1.14 

П р и м е р  1.7. Между 

параллельными неподвиж-

ными абсолютно жесткими 

плитами плотно вставлен 

стальной параллелепипед со 

сторонами а = 4 см, b = 2 см,  

l = 6 см. Вычислить коэффи-

циент    Пуассона   материала 

бруса, если известно, что при сжатии силами F = 100 кН дав-

ление последнего на плиты составляет  = = 37,5 МПа. Опре-

делить также укорочение бруса l, пренебрегая силами тре-

ния, если модуль упругости Е = 200 ГПа.  
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Р еш е н и е . Напряжения, действующие на гранях      

параллелепипеда, равны  x = 0;      y = - = -37,5 МПа;            

z = -F/(ab) = -125 МПа. 

Так как плиты являются абсолютно жесткими, то ребро, 

перпендикулярное к ним, не деформируется, т.е. 

y = [y-(x+z)]/E = 0, 

откуда                      = y/z = 37,5/125 = 0,3. 

По закону Гука находим укорочение бруса: 

l = zl = l(z-y)/E = -610-2(125-0,337,5)106/(200109) = 

= -34 мкм. 

 y 
a 

Fy 

b 

x
Fx 

c 

z  
Рис. 1.15 

П р и м е р  1.8. По двум 

граням стального параллеле-

пипеда должны действовать 

две заданные силы Fx = 400 и 

Fy = -600 кН. Спрашивается, 

какую силу необходимо при-

ложить к  грани,  перпендику- 

лярной  оси   z,   чтобы  объем 

бруса   остался   неизменным, 

если дано   a = b = 5 см,   с = 10 см. 

Р еш е н и е  

Так как объем  не  меняется, то      

v = /K = (x + y + z) / (3K) = 0, 

откуда                                 z = -(x+y). 

Но    x = Fx/(bc),     y = Fy/(ac),     z = Fz/(ab). 
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Cледовательно,             Fz/(ab) = -[Fx/(bc) + Fy/(ac)]. 

Отсюда        Fz = -(Fxa + Fyb)/c = -(4005 - 6005)/10 = 100 кН. 

Таким образом, к грани, перпендикулярной оси z, необ-
ходимо приложить растягивающую силу  Fz = 100 кН. 

 

П р и м е р  1.9 
Резиновый брус квад-

ратного сечения 4х4 см, же-
стко закрепленный обоими 
концами на участке длиной а, 
подвергается действию рав-
номерно распределенного 

давления   = 4 МПа. Опреде-

 
p

2

RB 

1 

б)

1

W 
см 

+

а а 

B

aa

A m p

RA n 

а)

 
Рис. 1.16 

лить перемещение сечения mn, если Е = 8 МПа,  = 0,5;          

а = 8 см. 
Р еш е н и е  

1. Раскрытие статической неопределимости. Данная 
система является однажды статически неопределимой, по-
этому в дополнение к уравнению статики 

Zi = 0,     RA - RB = 0,     RA = RB = R; 

необходимо составить уравнение совместности деформаций 

l = 0. При вычислении l следует учесть, что на нагружен-

ном участке бруса напряженное состояние является объем-
ным, а на остальной части – линейным. Поэтому 

l = za-R3a/(EA) = 0. 

Но     z = [z-(x + y)]/E;     x = y =-;     z = -R/A. 

Следовательно, 

-R/A+2-3R/A = 0,     откуда     R = 0,5A. 
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2. Определение искомого перемещения. Перемещение 

сечения mn определяется как укорочение участка бруса, за-

ключенного между сечением mn и заделкой В, 

Wmn = Ra/(EA) = 0,5a/E = 0,540,58/8 = 1 см 

и направлено вправо. Эпюра продольных перемещений для 

всего бруса приведена на рис. 1.16, б. 

 

1.5. Гип о т е зы  пр о чн о с т и  

 

 

2 

3 

1 

экв пред.р

 
Рис. 1.17 

При одноосном растяжении расчет на прочность произ-

водится по формуле                    pmax  .                       (1.26) 

В случае сложного напряженного состояния последнее 

заменяется сначала равноопасным или эквивалентным ему 

растяжением с главным напряжением экв (исходя из приня-

того критерия эквивалентности), а затем экв сравнивается с 

предельным или допускаемым для данного материала напря-

жением (рис. 1.17). 

Критерии эквивалентности даются гипотезами прочно-

сти, наиболее известные из которых приведены в табл. 1.1. 



 70

Т а б л и ц а  1.1 

Н а з в а н и е ,  
а в т о р  

Кри-
терий 
прочн.

Э к в и в а л е н т н о е  
н а п р я ж е н и е  

Область 
примен.

Гипотеза наи-
больших нор-
мальных напря-
жений, Галилей, 
XVII в. 

max 1экв I
  

Не ре-
комеду-
ется 

Гипотеза наи-
больших линей-
ных деформа-
ций Мариотт, 
1682 г. 

max 
 321экв II

  

Гипотеза наи-
больших каса-
тельных напря-
жений, Кулон, 
1773 г. 

max 31экв III
  Для пла-

пла-
стичных 
матриа-
лов, у 
которых 
тр = тс 

Гипотеза энер-
гии формоизме-
нения, Губер, 
1904 г. 

uф 

 
 
 213

2
32

2
21

экв 2

1
IV









 

Гипотеза 
О.Мора, Мор, 
1882 г. 

 
n=f(n)

31эквМ
 m  












хрупкие/

пласт.мат./

пчcпчр

тcтр
m

 

Для пла-
пла-
стичных 
и хруп-
ких ма-
териа-
лов 

После определения эквивалентного напряжения условие 

прочности представляется в виде одного из следующих нера-

венств: 
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экв  р  пред.р/П                               (1.27) 

или                         П = пред.р/экв  П,                               (1.28) 

где  пред.р – предельное напряжение материала на растяже-

ние, равное пределу текучести тр для пластичных материа-

лов или пределу прочности пчр для хрупких материалов; П и 

[П] – фактический и нормативный коэффициенты запаса 

прочности. 
 

П р и м е р  1.10. Проверить  

прочность конструкции, если в 

опасной точке имеет место ука-

занное на рисунке напряженное 

состояние.    Дано:   

 

y
x

z

24,5

50 

 
Рис. 1.18 

пчр = 150 МПа,    пчс = 600 МПа,      [П] = 5. 

Р еш е н и е  

1. Определение главных напряжений. Напряженное со-

стояние в точке является плоским, поэтому 

     



  22

min
max 450 xyyxyx,  

     7050505244505050 22 



  ,,, , 

откуда   max = 10 МПа,  min = -60 МПа. Следовательно, ве-

личины главных напряжений равны   1 = 10 МПа,   2 = 0,   

3 = -60 МПа. 

2. Проверка прочности конструкции. Здесь возможны 

два подхода 

экв  р  пчр/П 
или                                П = пчр/экв  П. 



 72

Эквивалентное напряжение вычисляем по гипотезе О.Мора, 

так как материал хрупкий и неодинаково работает на растя-

жение и сжатие: 

,m 31эквМ
      ;,//m 250600150пчспчр   

256025010
Мэкв  )(,  МПа. 

Допускаемое напряжение  [р] = пчр/[П] = 150/5 = 30 МПа. 

Следуя первому подходу, сравниваем 
Мэкв  и [р]. Так 

как 
Мэкв = 25 МПа  [р] = 30 МПа, то прочность конструк-

ции обеспечена. 

Согласно второму подходу находим фактический коэф-

фициент запаса прочности     П = пчр/ Мэкв  = 150/25 = 6. 

Как видим,   П = 6  [П] = 5, т.е. прочность конструкции 

обеспечена. 
 

П р и м е р  1.11. Какое из трех приведенных напряжен-

ных состояний является более опасным? Дано: тр  = тс. 

 

y 

x 

z 60 МПа

10 

20

35 75 

20 

1 2 3  
Рис. 1.19 

Р еш е н и е . Для сравнения напряженных состояний на-

ходим эквивалентные напряжения. Материал является пла-

стичным и одинаково работает на растяжение и сжатие, по-

этому воспользуемся 3-й гипотезой прочности. 
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Т о ч к а  1. Напряженное состояние является объемным, 

причем одно из главных напряжений уже известно. Для оп-

ределения двух других главных напряжений воспользуемся 

формулами для плоского напряженного состояния. Имеем 

    



  22

min
max 450 xyyxyx,  

     ;,, 5010502042010201050 22 



   

max = 20 МПа, min = -30 МПа. 

Следовательно,  1 = 20 МПа,  2 = -30 МПа,  3 = -60 МПа.  

Эквивалентное напряжение 

    МПа80602031
1
экв III

 . 

Т о ч к а  2. Напряженное состояние является чистым 

сдвигом, поэтому 1 =  = 35 МПа, 2 = 0,   3 = - = -35 МПа. 

Эквивалентное напряжение 

    МПа70353531
2
экв III

 . 

Т о ч к а  3. Напряженное состояние является линейным 

(одноосное сжатие), поэтому   1 = 2 = 0,   3 =  -75 МПа. 

Эквивалентное напряжение 

    МПа7575031
3
эквIII

 . 

Так как      2
экв

3
экв

1
экв IIIIIIIII

 , то наиболее опасным явля-

ется напряженное состояние в точке 1. 
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2. КРУЧЕНИЕ  КРУГЛЫХ  ВАЛОВ  
 

2.1. Краткие сведения из теории 

 

К р у ч е н и е м  называется такой вид нагружения, при 

котором в поперечных сечениях стержня возникает только 

один внутренний силовой фактор – к р у т ящ и й  м о м е нт , 

обозначаемый МК или МZ. 

Теория кручения круглых валов основана на 2-х гипоте-

зах. 

1. В поперечных сечениях возникают только касатель-

ные напряжения. 

2. Поперечные сечения поворачиваются без искривле-

ния радиусов, оставаясь плоскими. 

 
q

 

z 

П2 mdp П1 

n

а) 

M
dz 

б)

dz



n

dp


d

в) 
q 

m p 

 
n 

 
Рис. 2.1 

Согласно 1-й гипотезе бесконечно малый элемент mnpq 

испытывает чистый сдвиг, поэтому             G.                 (a) 

С другой стороны, из чертежа (рис. 4.1,б) 

dz = d,   откуда     = d/dz = ,                    (б) 

где      = d/dz – относительный угол закручивания. 

Следовательно,                          = G.                                   (в) 
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.

МК
 dA



 
Рис. 2.2 

По определению крутящего момента 

 
A

K dAM  или с учетом (в)  

 
A

pK IGdAGM 2 ,                              (г)

где 
A

p dAI 2 - полярный момент инерции.

Вычисляя из (г)  и подставляя его в (в), по-

лучим закон распределения касательных 

напряжений в поперечном сечении (рис. 

2.3)                          (МК/Ip)                  (2.1) 

max

max

()



 
Рис. 2.3 

Отсюда    max = (MK/Ip)max = MK/Wp,     (2.2) 

где Wp = Ip/max – полярный момент сопро-

тивления. 

Геометрические характеристики:  

dA = 2d, 

- полый вал   
A

d

d
p

н

в

ddAI
2/

2/

32 2 , 

    
    









;d,/d/IW

,d,I/dI

ннpp

нpнp

4343
max

4444

120116

110или132
   (2.3) 

 
  t 

d с
р d в

 

d н
 

=dв/dн

 
Рис. 2.4 

- тонкостенная труба (tdн,   0,9) 

td,I срp
3250  ,   td,W срp

250  ; 

- сплошной вал (dв = 0,   dн = d) 

.d,/dW

;d,/dI

p

p

33

44

2016

1032




                 (2.4)
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Угол закручивания: 

- относительный      = d/dz = MK/(GIp),                     (2.5) 

- абсолютный      
z

pK GI/dzM
0

0 ,                    (2.6) 

в частности, при МК = const      pK GI/zM 0 .         (2.7) 

Расчет валов сводится к одновременному удовлетворе-

нию двух условий: 

- условия прочности     max  , 

 pK W/M
max

,   откуда     
3пч

max
16


 KM

d ;          (2.8) 

- условия жесткости     max  , 

   pK GI/M
max

,    откуда     
4ж

max
32




G

M
d

K
.      (2.9) 

Окончательно принимается большее из найденных значений 

d = maxdпч, dж. 

Д о п у с к а е м ы е  в е л и ч и н ы : 

- касательное напряжение 

 
   
   










;,...,

;,...,

p

p

чугунадля2101

сталидля600550
 

- относительный угол закручивания 

[] = 4,38…17,5 мрад/м   (0,25…1,0 град/м). 
 M M

q p 

m n 
 

 

3 

1 

45 

45 


Рис. 2.5 

Главные напряжения: 

1 = + ,   2 = 0,   3 = - , 
1,3 =  45. 
Потенциальная энергия  

упругой   деформации 
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L

pK GI/dzMU 22 .                                (2.10) 

Зависимость скручивающего момента от мощности. 

Обычно нагрузка на вал определяется мощностью машины. 

Если мощность Р задана в Вт, а угловая скорость  в рад/с, 

то   М = Р/ Нм. 

Если мощность N выражена в лошадиных силах (л.с.), а 

угловая скорость П в об/мин, тогда  М = 7162N/П Нм. 
 

2.2. Прим е ры  р а с ч е т а  
 

П р и м е р  2.1. Построить эпюры крутящего момента МК 

и угла закручивания  для вала, приведенного на рис. 2.6, 

считая левый конец неподвижным. 

Р еш е н и е  

Э пю р а  МК. На вал не 

действует распределенная 

нагрузка (m = 0), поэтому 

эпюра МК состоит из отрез-

ков прямых, параллельных 

оси абсцисс. В сечениях, где 

к валу приложены сосредо-

точенные скручивающие па-

ры,  на  эпюре  МК  наблюда- 

 

 а) 3М 3М 4ММ

б)

в) -1

1

 

М 
А В С D E 

a a 2a a 

-2
хМ

МК 




+
+ 

2 1 

1
-3 -2 

pGI

Ma
x

Рис. 2.6 

ются скачки,    равные    приложенным моментам.   Вычисля-

ем   моменты   по   участкам   МDE = М,   МCD = МDE –3М =      

= -2М,   MBC = MCD + 4M = 2M,   MAB =  MBC –3M = -M   и 

строим эпюру МК (рис. 2.6,б). 



 78

Э пю р а  . Угол закручивания изменяется по линейно-

му закону  = 0 + МKz/(GIp), поэтому для построения эпюры 

 вычисляем углы поворота на границах участков, начиная от 

неподвижного сечения А:       А = 0,  

В = А + МАВQ/(GIp) = -Ma/(GIp), 

C = B + МBCQ/GIp = Ma/(GIp),    

D = C + МCD2a/(GIp) = -3Ma/(GIp),     

E = D + МDEQ/(GIp) = = -2Ma/GIp,  

и соединяем их отрезками прямых (см. рис. 2.6). 

П р и м е р  2.2. Определить вели-

чины и указать направления касатель-

ных напряжений, возникающих в точ-

ках  А, В, С.  

Дано:  xA = 3 см,  yA = 4 см,   

xB = -1,5 см,  yB = 2 см,   xC  = 0,   

yC = -10 см. 

 y 

d=
20

 с
м

 

x

MK=64кНм

A  A yA 
xA O 

Рис. 2.7 

Р еш е н и е . Напряжение в произвольной точке равно    
= (MK/Ip). 

Для точки А:    см543 2222  AAA yx , 

 324 /dI p  ,      Ip  0,1d4 = 0,1204 = 16000 см4, 

A = (MK/Ip)A = (64103/1610310-8)510-2 = 20 МПа. 

Для остальных точек студенту предлагается определить 

самостоятельно. 
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П р и м е р  2.3. Определить каса-

тельное напряжение в точке А, если 

max = 50 МПа. 

Р еш е н и е . Касательные напря-

жения в поперечном  сечении  распреде-

 

В

0,
8d

 

d  А О 

 m
ax

  A
 

Рис. 2.8 

ляются по линейному закону, поэтому 

A/max = A/max = dв/dн = 0,8, 

откуда                 A = 0,8max =0,850 = 40 МПа. 
 

П р и м е р  2.4. Как изменятся наибольшее касательное 

напряжение  max  и жесткость вала, если площадь поперечно-

го сечения увеличить в 2 раза? 

Р еш е н и е . Соотношение наибольших касательных на-

пряжений      3
1221 )(

12
d/dw/w/ pp  . 

С другой стороны,  А2/A1 = (d2/d1)
2  2, откуда 

212 d/d . Следовательно,  1/2 = 23/2 = 2,83 раза. Как видим, 

наибольшее касательное напряжение уменьшится в 2,83 раза. 

Соотношение жесткостей 

4222
12

4
1212

 )A/A()d/d(GI/GI pp , 

т.е. жесткость вала возрастет в 4 раза. 
 

П р и м е р  2.5. Определить отношение диаметров двух 

валов из одинакового материала, передающих одинаковую 

мощность, если один делает П1 = 50 об/мин, а другой –        

П2 = 400 об/мин. 
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Р еш е н и е . Скручивающий момент М связан с мощно-

стью Р известным соотношением М = Р/. Искомый диаметр 

из условия прочности равен   3 16  /Md K . Учитывая, что 

в данном случае МК = М, находим   3
11 16  /Pd  и 

  3
22 16  /Pd . Отношение диаметров 

25040033
12

3
1221  /n/n/d/d . Как видим, увеличение 

скорости вращения при неизменной мощности, передаваемой 

валом, приводит к уменьшению диаметра и, как следствие, 

его массы. 
 

П р и м е р  2.6. Два вала одинаковой длины и массы из-

готовлены из одного и того же материала. Один вал полый  

( = 0,8), а другой – сплошной. Сравнить грузоподъемность 

валов при одинаковом допускаемом напряжении. Опреде-

лить, насколько уменьшится масса полого вала, если его сде-

лать равнопрочным сплошному при одинаковой грузоподъ-

емности. 

Р еш е н и е . 1. Сравнение грузоподъемности сплошного 

и полого валов одинаковой массы. Вычисляем массы валов: 

- п о л о г о        22
н11 14  d/llAm , 

- с п л о ш н о г о        2
22 4 d/llAm  . 

Если массы равны, то      А1 = А2   и   (dн/d)2 = 1/(1-2).         (а) 

Из условия прочности находим грузоподъемности ва-

лов: 
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,d/wM

,d/wM

pK

pK

3

43
н

16

116

22

11                         (б) 

откуда их отношение         .d/dM/M нKK
43 1

21
              (в) 

Подставляя (а) в (в), окончательно получим 

        73280180111
23242324

21
,,/,/M/M

//
KK  . 

Следовательно, грузоподъемность полого вала при равной 

массе в 2,73 раза выше, чем сплошного. 

2. Сравнение массы полого и сплошного валов одинако-

вой прочности и грузоподъемности. При одинаковой прочно-

сти и грузоподъемности из (б) имеем    

21 pp ww  ,      ./d/dн
43 11                        (г) 

Отношение масс полого и сплошного валов 

   22
21 1  d/dm/m н  

или с учетом (г)           51,01/1/
3/242

21 mm . 

Как видим, экономия материала достигает 49 %. 
 

П р и м е р  2.7. Считая 

величину момента М1 извест-

ной, определить при задан-

ном соотношении диаметров 

ступенчатого вала величину 

момента М2 из условия рав-

нопрочности тонкой и тол-

стой частей. 

 
 

2d
 

d 

M2 M1

M1 (М1+M2)

II I 

МК 



Рис. 2.9 
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Р еш е н и е  

Из эпюры МК имеем   11
MM K  ,   212

MMM K  .       (а) 

При  равнопрочности  частей   
21 maxmax    или  

 
2211 pKpK w/Mw/M  , 

откуда           82 33
121212

 d/dw/wM/M ppKK . 

Следовательно, с учетом (а):   М1 + М2 = 8М1   и   М2 = 7М1. 

 

П р и м е р  2.8.   Сплошной   вал   скручивается    момен-  
 M 

M

d
T 

s 

3 

1 

45 

Рис. 2.10 

тами   М, приложенными к 

его концам. На поверхности 

вала под углом 45 к его оси 

установлен тензометр с базой 

s  =  20  мм    и   увеличением, 

равным  k = 1000. Определить модуль сдвига  материала,  ес-

ли  при увеличении крутящего момента на величину         

МК = 16 кНм приращение показаний тензометра составило 

П = 10 мм. Диаметр вала равен  d = 10 см. 

Р еш е н и е . Относительная деформация в направлении 

базы тензометра исходя из показаний последнего равна 

 KS/nT  2
1 .                                    (а) 

При кручении главные напряжения равны: 1 = , 2 = 0, 

3 = -, поэтому на основании закона Гука      

1 = (1 - 3)/E = (1 + )/E                         (б)  
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или    1 = /(2G). С другой стороны,        = МК/wp.             (в) 

Приравнивая (а) и (б), с учетом (в) получим  

n/(KS) = MK/(wp2G). 

Отсюда  

G = MKKS/(n2wp) =  

= 161031032010-3/(1010-320,210310-6)= 80 ГПа. 

 

П р и м е р  2.9 

Определить величину момен-

та, вызывающего  разрушение  

чугунного вала, если  d = 75 

мм,        пчр =  150 МПа,  

пчс = 600 МПа. 

Р еш е н и е  

 

 

Mпред

Mпред 

d 1 

 

Рис. 2.11 

Учитывая, что чугун является хрупким материалом, 

воспользуемся гипотезой прочности О.Мора, согласно кото-

рой 31экв  m
М

,  где  m = пчр /пчс = 0,25. При кручении                

1 = Мпред/wp,  2 = 0,   3 = -1. Из условия прочности 

пчрэкв 
М

  или   Мпред(1 + m)/wp = пчр находим искомый 

разрушающий момент 

Мпред = пчр wp/(1+m) = 1501060,27,5310-6/(1+0,25) = 10 кНм. 
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 4М М 2М МА 

3/4 

МВ

А В

a a a a

9/4 

хМ

МК 

 

1/4 
7/4

+

 

Рис. 2.12 

П р и м е р  2.10. 

Определить из расчета на 

прочность допускаемое зна-

чение М, если  = 45 МПа,  

d = 10 см. 

Р еш е н и е  

1. Определение реакций 

опор.  Задача  является стати- 

чески неопределимой,  поэтому  в  дополнение к уравнению 

статики  mz = 0,   MB - MA + 3M - 4M = 0, необходимо соста-

вить уравнение перемещений   ВА = 0,  

0
22344














pppp

B
BA GI

aM

GI

aM

GI

aM

GI

aM
, 

откуда  МВ = (7/4) М, а из уравнения статики МА = (3/4) М. 

Далее строим эпюру МК, из которой определяем                   

МК max = (9/4) М. 

2. Определение допустимого значения момента М. Из 

условия прочности имеем   max = MK max/Wp = (9/4)M/Wp  , 

откуда     М = (4/9)Wp = (4/9)0,210310-645106 = 4 кНм. 
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3.  ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ   ХАРАКТЕРИСТИКИ   

ПОПЕРЕЧНЫХ   СЕЧЕНИЙ   СТЕРЖНЕЙ 
 

В расчетах конструкций на механическую надежность 

очень часто приходится оперировать такими характеристи-

ками плоских фигур, как статический момент, осевой и по-

лярный моменты инерции. Хотя вычисление вышеназванных 

геометрических характеристик относится к числу простей-

ших задач интегрального исчисления, тем не менее, в силу их 

узкого прикладного значения они практически не рассматри-

ваются во втузовском курсе высшей математики. По устано-

вившейся традиции геометрические характеристики плоских 

фигур изучаются в курсе сопротивления материалов.  
 

3.1. Статические  моменты.   

Определение  положения  центра  тяжести 
 

 v  uc 

C(ц.т.) 
u 

dA
 

O 

v 

v c
 

u

 
Рис. 3.1 

Вы р аж е н и я  


A

u dAS v ,       
A
udASv         (3.1)

называются с т ат и ч е с к и -

м и  м о м е н т а м и  площади 

относительно осей u и v  

(рис. 3.1). Статический момент 

имеет   размерность   L3.   Через 

статические моменты определяются координаты центра      

тяжести (точка С) сечения: 

A/Suc v ,       A/Sucv .                            (3.2) 
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Из формул (3.2) вытекает, что статические моменты от-

носительно осей , проходящих через центр тяжести     

(центральные оси), равны нулю:    S = 0,    S = 0. 

В тех случаях, когда сечение может быть разбито на 

простейшие составные части, площади и координаты центров 

тяжести которых известны, положение центра тяжести всего 

сечения определяют по формулам  









 i

n

ii

n

c A/Auu ,     







 i

n

ii

n

c A/Avv ,                (3.3) 

где Аi – площадь i-й части сечения (i = 1,2,3,…,П); ui и vi – 

координаты ее центра тяжести. 

Для сечений, составленных из 

профилей стандартного проката, 

площадь каждого профиля и осталь-

ные необходимые для расчетов раз-

меры принимаются по таблицам 

ГОСТов на прокатную сталь. 

 
 40х40х4 

N20
 

 

П р и м е р  3.1. Определить по-

ложение центра тяжести сечения, 

приведенного на рисунке (размеры 

даны в см). 

Р еш е н и е  

Разбиваем сечение на три пря-

моугольника и выбираем вспомога-

тельные оси  uv (рис. 3.2). 

 
 8 2 

2 

6 

14
 

2 
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Вычисления представим в виде следующей таблицы 

Но-
мер 
выч 

Коорд., 

см 
Площ  

Аi, см
2 

Стат.мом., 

см3 

v y
uc

C3

u3
u2

C x

v 3
v 2

C2

v c

O C1

v 1

u1

u

Рис. 3.2 

ui vi uiAi viAi 

1 

2 

3 

11 

9 

5 

1 

8 

15 

12 

24 

20 

132

216

100

12 

192 

300 

 56 448 504 
 

По формулам (3.3) определяем 

координаты центра тяжести се-

чения: 

 

856448
33









 /A/Auu iiic  см, 

956504vv
33









 /A/A iiic  см. 

 

П р и м е р  3.2. Определить координа-

ты центра тяжести се-

чения, составленного 

из прокатных профи-

лей. 

 
 

100x100x10

N22a
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 v y 

uc 

C 

C2 

. 2,
83

 

x 

u v c
 

C1 

2,46 см 

Рис. 3.3 

Р еш е н и е . Из таблиц сорта-
мента имеем: 
- для швеллера № 22а: Zo = 2,46 
см;   А1 = 28,8 см2; 

- для уголка 100х100х10: Zo = 2,83 
см;  А2 = 19,2 см2. 

Совмещаем вспомогательные 
оси u и v с центральными осями 
швеллера и выполняем вспомога-
тельные вычисления в табличной 
форме  

Таблица 3.2 

Номер 
выч. 

Координаты, см Площадь
Ai, cм

2 
Статич. мом., см3

ui vi uiAi viAi 

1 
2 

0 
5,29 

0 
8,17 

28,8 
19,2 

0 
101,6 

0 
156,9 

Координаты центра тяжести 

122486101
22

,/,A/Auu iiic 







  см, 

273489156vv
22

,/,A/A iiic 







  см. 

 

3.2. Момен ты  ин е р ции  
 

Моментами инерции площади  

называются интегралы вида 

 








 



A A
xyy

A
x

,xydAI,dAxI

,dAyI

2

2

        (3.4)

 
 y

x 
dA 

A 

 y 

x
O

Рис. 3.4 
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где   Ix  и  Iy – осевые  моменты  инерции  относительно  осей  

х  и  y,   Ixy - центробежный момент инерции. 

Полярный момент инерции 

  xy
AA

p IIdAyxdAI    222 .                     (3.5) 

Размерность моментов инерции – L4. С моментами 

инерции тесно связаны радиусы инерции:    

A/Ii xx  ,       A/Ii yy  .                        (3.6) 

 

3.3. Преобразование  моментов  инерции  при              

параллельном  переносе осей 

 

 y 

x 
dA

A 

x 

y 

x O 

y 

x 
a 

O b y
 

Рис. 3.5 

Пусть нам известны моменты инерции 

относительно осей хОy, а требуется оп-

ределить те же величины относительно 

осей xOy. Связь между координатами: 

x = x + a, y = y + b. 

По определению           
A

x dAyI 12 ,  

   
AAAA

x dAbbydAdAydAbyI 222 2 . 

Следовательно,             AbbSII xxx
22  ,                          (3.7) 

и  аналогично                AbaSII yyy
22  .                         (3.8) 
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Центробежный момент инерции относительно новых осей 
 

 

C(ц.т.) 

y  

xc 

 

x 

A 

O 

y c
 

 
Рис. 3.6 

 
A

yxxyyx abAbSaSIdAyxI .     (3.9) 

Для центральных осей статические мо-

менты равны нулю и формулы преобра-

зования приобретают простой вид: 















.AyxII

,AxII,AyII

ccxy

cycx
22

         (3.10)

Момент инерции сечения сложной формы относительно 

данной оси определяется как сумма моментов инерции со-

ставляющих его частей относительно той же оси  

  



n

i
iiix AyII

1

2 ,     



n

i
iiiy AxII

1

2 ,     



n

i
iiiiixy AyxII

1
, (3.11) 

где xi, yi – координаты i-й части в осях x, y; Ii, Ii, Iii – мо-

менты инерции каждой части относительно своих централь-

ных осей i и i. 
 

П р и м е р  3.3. Вычислить мо-

менты инерции простейших фигур. 

П р я м о у г о л ь н и к  

Определим моменты инерции  

относительно осей, совпадающих со 

сторонами, и относительно централь-

ных осей. 

По определению 
A

x dAyI 2 . 

 

 y  

C 

x
b 

0,
5h

 
0,

5h
 y 

dy
 

 

Рис. 3.7 
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Элемент площади равен   dA = bdy, 

следовательно    332 /bhdyybI
h

o
x   . 

По формуле (3.10)  AyII cx
2  , откуда, учитывая что   

А = bh, yc = 0,5h,   находим 

  1223 3232 /bhbh/h/bhAyII cx  . 

Аналогично получим     Iy = b3h/3   и   I = b3h/12. 
 

Т р е у г о л ь н и к  

Момент инерции относительно 

оси х, cовпадающей с основанием, 


A

x dAyI 2 . 

Но   dA = b(y)dy,   b(y) = (b/h)(h-y). 

Cледовательно,  

    1232 /bhdyyhyh/bI
h

o
x   . 

 
 y

b(y) 

C 
x

b 

h/
3 

2h
/3

 
y 

dy
 

 

Рис. 3.8 

По формуле параллельного переноса AyII cx
2  ,       

откуда     362312 3232 /bh/bh/h/bhAyII cx  . 
 

К р у г  

Для  любых  центральных  осей  I = I,  

поэтому   Ip = 2I. 

Как известно, полярный момент инерции 

круга равен     432 d/I p  . 

  

 

 

 

d 

С 

 

Рис. 3.9 

Следовательно,   I = I = Ip/2 = (/64)d4. 
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К о л ь ц о   ( = dв/dн). 

Момент инерции относительно оси  

можно определить как разность момен-

тов инерции наружного и внутреннего 

круга: 

       4444 1646464  нвн d/d/d/I . 

 

 

t

d с
р

dв

dн



 

Рис. 3.10 

Для тонкого кольца существует приближенная формула   

83 /dI cрр ,   где   dср – средний диаметр, t - толщина кольца. 
 

П р и м е р  3.4. Для сечения, рассмотренного в примере 
3.1, определить моменты инерции относительно центральных 
осей x и y. 

Р еш е н и е . Моменты инерции прямоугольников отно-
сительно собственных центральных осей определяем по 

формулам 123 /hbI iii  ,   123 /hbI iii  . Пользуясь формулами 

перехода к параллельным осям, вычисляем искомые моменты 
инерции, представленные в нижеприведенной таблице. 

 
Т а б л и ц а  3.3 

Н
о
м 

 
э 
л 
е
м
е
н 
т 
а 

Коор-
динаты 
центра 
тяже-
сти, см 

П 
л 
о 
щ 
а 
д 
ь 
Аi, 
см2

Моменты инерции площадей, см4 

 iii

n

x AyII 2   iii

n

y AxII 2   iiiii

n

xy AyxII  
 

xi yi Ii ii Ay2 Ixi Ii ii Ax2 Iyi Iii xiyiAi Ixiyi 

1 3 -8 12 4 768 772 36 108 144 0 -288 -288

2 1 -1 24 288 24 312 8 24 32 0 024 -24

3 -3 6 20 6,7 720 727 167 180 347 0 -360 -360

 299 1512 1811 211 312 523 0 -672 -672
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3.4.  Преобразование  моментов  инерции 

при  повороте  осей 
 

 

dA

y 

y x y 
x 

O 

y 
A 

x 
x 

. 
.  

Рис. 3.11 

Пусть нам известны моменты 

инерции относительно осей xОy, а 

требуется определить те же величины 

относительно осей xОy. 
Связь между координатами  

x = xcos + ysin,    y = ycos - xsin.

По определению осевого момента инерции     
A

x dAyI 2  

  или 

       2sinsincossincos 222
xyyx

A
x IIIdAxyI .    (3.12) 

Аналогично         2sincossin 22
xyyxy IIII .           (3.13) 

 

Центробежный момент для новых осей    
A

yx dAyxI , 

  

  .III,

dAxyyxI

xyyx

A
yx



 

2cos2sin50

sincossincos
          (3.14) 

С целью последующего анализа перепишем формулу 

(3.12) в виде      2sin2cos5050 xyyxyxx III,II,I . (3.15) 

Исключая из формул (3.15) и (3.14) параметр , получим    

зависимость между моментами инерции Ix и Ixy: 
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  222 RIaI yxx   ,                               (3.16) 

где           yx II,a  50 ,            22 450 xyyx III,R  .       (3.17) 

Из формулы (3.16) следует, что точки, изображающие 

совокупность осевого и центробежного моментов инерции 

для разных осей, оказываются точками одной и той же ок-

ружности (рис. 3.12). Это и есть круговая диаграмма Мора 

применительно к моментам инерции.  
 Ixy 

O 

R 2 
C

Imin=I2 

a 

Imax=I1

1 Ix

Iy

 
Рис. 3.12 

Из рассмотрения круговой диа-

граммы видно, что с у щ е с т -

в у ют  д в е  в з а и м н о  п е р -

п е н д и к у л я р н ы е  о с и , для 

которых ц е н т р о б еж ны й  

м о м е нт   р а в е н   н у л ю      и  

осевые моменты инерции принимают наибольшее и наи-

меньшее значения. Оси эти называются  г л а в н ы м и  о с я -

м и  инерции, а соответствующие осевые моменты – главны-

ми моментами инерции. Будем считать, что I1 есть наиболь-

ший момент инерции, а I2 – наименьший. Они определяются 

по следующим формулам: 

    



  22

21
min
max 450 xyyxyx, IIIII,RaII .     (3.18) 

Полагая   Ixy = 0, найдем положение главных осей инер-

ции: 

 yxxy, II/Itg  22 21 .                         (3.19) 

Эта формула не является однозначной, так как определяет в 

зависимости от величин Ix, Iy, Ixy либо ось 1, либо ось 2. По-
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ложение максимальной оси однозначно определяется по 

формуле 

  xyx I/IItg 11  .                              (3.20) 

Эллипс, построенный в главных осях, с полуосями, рав-

ными главным радиусам инерции A/Ii maxmax  ,     

A/Ii minmin , принято называть  э л л и п с о м  и н е р ц и и . 
 

П р и м е р  3.5 

Определить центробеж-

ный момент инерции нерав-

нобокого уголка 160х100х10 

относительно центральных 

осей, параллельных полкам. 

Р еш е н и е  

По  таблице  сортамента 

u
v

0

min
max

 
Рис. 3.13 

прокатной стали в соответствии с ГОСТ 8510-72 (СТ СЭВ 

255-76) имеем   I = 204 cм4,   I = 667 cм4,   Iu min = 121 cм4,   

tg = 0,390. 

Для определения центробежного момента инерции I 

воспользуемся формулами поворота осей (переход от глав-

ных осей uv к данным )    

I = 0,5(Iu min – Iv max)sin2. 

Угол в данном случае отрицателен, так как кратчайшее 

совмещение оси u с  происходит по часовой стрелке.     

Главный момент инерции Iu min задан в таблице сортамента,   

а главный момент Iv определяем из соотношения           

Iv + Iu = I + I, 
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откуда         Iv = I + I - Iu = 204 + 667 – 121 = 750 см4. 
Таким образом, центробежный момент уголка будет равен 

I = 0,5(121-750)(-0,677) = 213 см4. 
 

П р и м е р  3.6 
Определить центробеж-

ный момент инерции равно-
бокого уголка 100х100х10 
относительно центральных 
осей, параллельных полкам. 

Р еш е н и е  
По таблице сортамента   

xo


y0


=-45

min

max

 

Рис. 3.14 

прокатной  стали  в   соответствии с ГОСТ 8509-72 (СТ СЭВ 
104-74) имеем maxoxI =284 см4, minoyI =74,1 см4,   maxoxi =3,84 

см,   minoyi =1,96 см. 

Пользуясь формулой поворота, находим  
   2sin50 minmax oo yx II,I , 

    10590sin17428450  ,,I  cм4. 

П р и м е р  3.7 

Определить положение 

главных центральных осей и ве-

личины главных центральных 

моментов инерции сечения, при-

веденного в примере 3.2. 

Р еш е н и е  

1. Определение моментов 

инерции относительно централь-

ных осей хСy.   По  таблице сорта-

imax

imin

1 y

2

C

C2

1
1=-1230

x

1

2

C1

2

 
Рис. 3.15 

мента имеем: 
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- швеллер № 22: 

I1 = 2330 cм4,      I1 = 187 cм4,     А1 = 28,8 см2; 

- уголок 100х100х10: 

I2 = I2 = 179 cм4,   А2 = 19,2 см2; центробежный момент 

инерции уголка относительно     I22 = 105 cм4. 

Учитывая, что центральные оси xy проведены парал-

лельно собственным осям элементов фигуры, для вычисления 

осевых и центробежного моментов инерции всего сечения 

воспользуемся формулами (3.11), представляя все необходи-

мые вычисления в табличной форме: 

 

Т а б л и ц а  3.4 

Н
о
м 
э 
л 
е
м
е
н 
т 
а 

Координа-
ты центра 
тяжести, 

см 

П 
л 
о 
щ 
а 
д 
ь  
Аi, 
см4 

М о м е н т ы  и н е р ц и и  площадей, см4 

 iiix AyII 2
2

   iiiy AxII 2
2

   iiiiixy AyxII  
2

xi yi Ii ii Ay2
 Ixi Ii ii Ax2 Iyi Iii xiyiAi Ixiyi 

1 
-2, 

12 

-3, 

27 
28,8 2330 308 2638 187 129 316 0 200 200

2 
3, 

17 

4, 

90 
19,2 179 461 640 179 193 372 105 298 403

 48 2509 769 3278 366 322 688 105 498 603
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2. Определение главных центральных моментов инер-

ции сечения. По формуле (3.18) имеем 

    



  22

min
max 450 xyyxyx IIIII,I , 

   

 .,

,I

2857396650

60346883278688327850 22

min
max







 

 

Отсюда     Imax = I1 = 3412 см4,      Imin = I2 = 555 см4. 

Ориентация максимальной главной оси определяется по 

формуле (3.20) 

tg1 = (Ix-I1)/Ixy = (3278-3412)/603 = -0,222, 

откуда   1 = -1230. 

3. Построение эллипса инерции. Главные радиусы 

инерции равны  

438483412maxmax ,/A/Ii   см;  

 403minmin ,A/Ii   см. 

Отложив радиусы инерции перпендикулярно к соответ-

ствующим осям в том же масштабе, в каком вычерчена фигу-

ра, строим на них, как на полуосях, эллипс инерции. 
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1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 
 

И з г и б о м  называется такой вид нагружения, при ко-

тором в поперечных сечениях стержня возникают и з г и -

б а ющ и е   м о м е нты . Различают две разновидности из-

гиба: а) чистый изгиб, когда изгибающий момент Мх является 

единственным силовым фактором (Мх  0, Qy = 0); б) попе-

речный изгиб, когда, наряду с изгибающим моментом, возни-

кает и поперечная сила (Мх  0, Qy  0). Стержни, подвер-

гающиеся изгибу, обычно называют б а л к а м и . 
 

 

 

+ 

F F a a 

l 
Qy Чистый

изгиб Поп. 
изг. 

Fa 
Мx 

 

Mx=const 

Рис. 1 

M Mm

n

mn

x

Нейтраль-
ная линия

Рис. 2 
 

В последующем предполагаем, что балка обладает хотя 

бы одной плоскостью симметрии и нагрузки действуют в 

этой плоскости. При этих условиях балка испытывает пло-

ский прямой изгиб, т.е. изгиб происходит в плоскости на-

грузки. 

Достаточно очевидно и подтверждается опытом, что 

балка при изгибе деформируется таким образом, что волокна, 

расположенные в выпуклой части, растягиваются, а в вогну-

той – сжимаются. Между ними лежит слой волокон, который 
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лишь искривляется, не изменяя своей первоначальной длины. 

Этот слой называется  н е й т р а л ь н ы м , а его след на плос-

кости поперечного сечения – нейтральной линией или осью.  

 

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ И РАСЧЕТ 

НА ПРОЧНОСТЬ 
 

2.1. Нормал ьные  н ап р яж ени я  
 

Нормальные напряжения определяются без учета влия-

ния поперечной силы исходя из двух гипотез. 

1. Гипотеза плоских сечений, согласно которой попе-

речные сечения, плоские и нормальные к оси балки до де-

формации, остаются плоскими и нормальными к деформиро-

ванной оси и после деформации (Я. Бернулли, 1705 г.). 

2. Гипотеза об отсутствии взаимного надавливания про-

дольных волокон балки. 
 

M

z d
Mx 

 

y 

Mx d d 

m n n 

Рис. 3 

Выделим из балки (рис. 

3) бесконечно малый 

элемент dz. В результа-

те деформации изгиба 

его боковые сечения 

взаимно поворачивают-

ся на угол d и произвольное волокно mn, расположенное на 

расстоянии y от нейтрального слоя, получает приращение   

nn = yd. Относительное удлинение  

 = nn/mn = yd/ = y/,                               (1) 

где   - радиус кривизны нейтрального слоя. 
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По закону Гука            = Е = Еy/.                               (2) 

y
z
C

Mx

x

y

x

нейтральный
слой

dA

Рис. 4 

При  изгибе  в  плоскости  yz  

N = 0,   My = 0,   Mx  0. 

Первое условие дает  

 

  ,S/E

ydA/EdAN

x

AA

0

  
 

откуда Sx = 0, т.е. нейтральная 

линия  проходит  через  центр 

тяжести  сечения  (точка С). 

Из второго условия  

    0   xy
AA

y I/ExydA/ExdAM  

следует, что Ixy = 0 и, следовательно, оси xy являются глав-

ными центральными осями поперечного сечения. 

Из третьего        /EIdAy/EydAM x
AA

x
2  

получаем зависимость кривизны балки от изгибающего мо-
мента 

 xx EI/M/ 1 .                                         (3) 

Подставляя (3) в формулу (1), находим 



+

y c
y р

y m
ax

C
z
Mx

min

max

 

Рис. 5 

 = (Mx/Ix)y                 (4)

Как видим, напряжения рас-

пределяются по линейному 

закону. Наибольшие растяги-

вающие и сжимающие напря- 
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жения возникают в точках, наиболее удаленных от нейтраль-
ной оси: 

 
  








,W/MyI/M

,W/MyI/M

cxcxx

pxpxx

min

max
                       (5) 

где   Wp = Ix/yp   и   Wс = Ix/yс – моменты сопротивления попе-
речного сечения для растянутых и сжатых волокон. 

Для материалов, одинаково работающих на растяжение 
и сжатие (пластичные материалы), опасной является наибо-
лее удаленная от нейтральной оси точка, где возникает наи-
большее по абсолютной величине напряжение 

max = (Mx/Ix)ymax = Mx/Wx, 

где   Wx = Ix/ ymax – осевой момент сопротивления. 

У с л о в и я  п р о ч н о с т и :  
- для хрупких материалов 

 
  









;W/M

,W/M

pc

pp

maxmin

maxmax
                            (6) 

- для пластичных материалов 
 pxW/M  maxmax .                              (7) 

Таблица 1 

xh

b
 

h
x

b

 

d

x

 

 dср

d н
 

d в
 x 

t 

н

в

d

d


td  

36

3bh
Ix   

12

3bh
Ix   

64

4d
Ix


   4

4
1

64



 н

x
d

I  
8

3 td
I cp

x


  

24

2bh
Wx   

6

2bh
Wx   

32

3d
Wx


   4

3
1

32



 н

x
d

W  
4

2 td
W cp

x
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П р и м е р  1 . Для балок, сечения которых показаны на 

рис. 6, построить эпюры распределения нормальных напря-

жений по высоте, считая изгибающий момент положитель-

ным (отрицательным). Установить, как выгоднее располо-

жить сечения, имеющие только одну ось симметрии, в плос-

кости которой действует изгибающий момент, если материал 

балки чугун, лучше работающий на сжатие, чем на растяже-

ние. 

 1 2 3 4 

 
Рис. 6 

П р и м е р  2. Как выгод-

нее расположить Т-образное 

сечение чугунной балки: пол-

кой вверх (рис. 7,а) или пол-

кой вниз (рис. 7,б). 

Р еш е н и е  

 
 F

C l a) 

Мx 


б) 
С

L K 

K L Fl

Рис. 7 

Поскольку точка К отстоит от центра тяжести сечения 

дальше, напряжение в ней по абсолютной величине будет 

больше, чем в точках L. При указанном направлении силы F 

растянутые слои балки располагаются сверху. Так как чугун 

на сжатие работает лучше, чем на растяжение, точку К        

рациональнее поместить снизу, т.е. следует предпочесть     

варианта. 
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П р и м е р  3 
В некотором сечении 

балки известен изгибающий 
момент, равный Мх = -15 

кНм. Требуется определить 

нормальное напряжение в за-
данной точке К, а также наи-
большее нормальное напря-
жение.  

Р еш е н и е  

 

 6 см

K

C

10
 c
м

 

y K
 

2 

x 

y

max

K 

 

+ 

 
Рис. 8 

Согласно закону распределения нормальных напряже-
ний имеем                          KxxK yIM  / . 

Подставляя Ix =  bh3/12 = 6103/12 = 500 cм4 и  yK = -(5-2) = -3 

cм, получим   К = [-15103/(50010-8)] (-310-2) = 90 МПа. 

Нормальные напряжения пропорциональны расстоянию 
от нейтральной оси, поэтому   

max = K (ymax/yK) = 90(5/3) = 150 МПа. 
 

 

В 

А 

С  
Рис. 9 

П р и м е р  4 
Для некоторого сечения балки известно 

напряжение в точке А, равное А = 100 

МПа. Требуется определить по величине 
и по знаку напряжения в точках В и С. 

 

а аа а
n

m q qa
x

K

4b 2b

Рис. 10 

П р и м е р  5 
Зная напряжение в точке К 

сечения mn, равное о, оп-

ределить наибольшее на-
пряжение, возникающее в 
балке (рис. 10). 
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П р и м е р  6  

Определить, в каком положе-

нии балки квадратного сечения, 

ее грузоподъемность выше: ко-

гда плоскость  нагрузки  парал-

лельна  сторонам квадрата или 

совпадает с диагональю? 

 

a 

а

а x

y

x

y 

a 
1 2 

Рис. 11 

Р еш е н и е  

Наибольший изгибающий момент равен 

 
11max xWM    и    

22max xWM . 

Отношение грузоподъемностей  

2121 maxmax xx W/WM/MK  . 

Учитывая, что   
11 maxy/IW xx  ,   2

1max /ay  , 

22 maxy/IW xx  ,   22
2max /ay  , 

получим   41412
21

,W/WK xx  , 

т.е. в первом варианте грузоподъемность на 41,4 % выше. 
 

П р и м е р  7. Определить, какой процент экономии ме-

талла будет достигнут, если при неизменных прочих услови-

ях применить вместо сплошного круглого сечения кольцевое 

сечение с отношением диаметров   = dв/dн = 0,9. 

Р еш е н и е .  Из условия равнопрочности балок  

21 xx WW    или      433 11010  нd,d, ,  откуда  

  31411
/

н /d/d  .                               (а) 

Отношение весов пропорционально отношению площадей 
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поперечных сечений балок         22
12 1  d/dA/A н .          (б) 

С учетом выражения (а) окончательно получим 

    39011
3242

12 ,/A/A
/
 . 

Как видим, экономия достигает 61 %. 
 

П р и м е р  8 
Балки квадратного сече-

ния cоставлены из n пластин, 
не соединенных между собой. 
В каком варианте грузоподъ-
емность балки будет больше? 

 

 
F

l
b b

1 2

Рис. 12 

Р еш е н и е . Отношение грузоподъемностей балок  

21 xx W/WK   или, учитывая, что  

66 32
1

/b/bhWx  ,        n/b/h/bbnWx 66 32
2

 ,  

получим  nW/WK xx 
21

 раз, 

т.е. в первом варианте грузоподъемность в n раз больше. 
 

П р и м е р  9. Определить максимальное напряжение, 
возникающее в стальной проволоке диаметром d = 0,8 мм при 
наматывании ее на барабан диаметром D = 50 см. 

Р еш е н и е . Кривизна связана с изгибающим моментом 

соотношением  I/ = Mx/EIx, откуда находим изгибающий 

момент              Mx = EIx/. 

Максимальное напряжение   max = Mx/Wx = EIx/(Wx). 

Учитывая, что    = D/2,   Ix/Wx = ymax = d/2,  получим 

max =Ed/D = 2001090,8/500 = 320 МПа. 
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М М m 

n l 

mn

250,
8 

Рис. 13 

П р и м е р  10 

Тонкая стальная полоса, 

имеющая поперечное сечение 

размером 0,8х25 мм и длину  

l = 25 см, изгибается сосредо-

точенными моментами, при-

ложенными на концах, в дугу 

окружности, опирающуюся на угол , равный 1 радиану.   

Чему равно максимальное напряжение в полосе? 

Р еш е н и е . Изгибающий момент связан с кривизной 

соотношением  I/ = Mx/EIx, откуда   Mx = EIx/. 

Максимальное напряжение  max = Mx/Wx = EIx/(Wx) 

или, учитывая, что  l =  и  = l/,   Ix/Wx = ymax = h/2, 

получим  max = Eh/(2l) = 2001090,8/(2250) = 320 МПа. 
 

П р и м е р  11. Шарнирно опертая по концам стальная 

балка с поперечным сечением из двух швеллеров № 20а на-

гружена, как показано на рис. 14. Определить величину до-

пускаемой нагрузки q, если   а = 1 м, [] = 150 МПа. 

Р еш е н и е  

1. Построение эпюр Q и 

М. 

Опорные реакции: 

mB = 0,   RA6a =  

= q4a4a + 2qa2 - 2qa2a-  

- q2aa = 0,      RA = 2qa; 

 

Мx 

В 

RA 4а

А

q

С 

2а 

q 

RB 

2qa

2qa2 

N20a x



+ + 

2
2

2 

Q 

xqa 

2

+

2 
xqa2 

Рис. 14 

mA = 0,   RB6a = q2a5a + 2qa2-q4a2a + 2qa4a = 0, RB = 2qa. 
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П р о в е р к а : 

Yi = 0,    -RA+ q4a-2qa-q2a+RB = -2qa+4qa-2qa-2qa+2qa = 0. 

Эпюры Q и М строим по характерным точкам. 

Расчетный изгибающий момент Мmax = 2qa2. 

2. Определение допускаемой  

нагрузки. 

Геометрические характери-

стики сечения. Из таблиц сорта-

мента согласно ГОСТ 8240-72 

имеем для швеллера № 20а:  

 

b 

xC 
C1 



z o
 

 

Рис. 15 

I = Iy = 139 cм4;   А = 25,2 см2;   zo = 2,28 cм;   b = 8 см. 

По формуле параллельного переноса осей момент инер-

ции сечения относительно центральной оси х равен                

Ix = 2[I  + (b - zo)
2A],        откуда момент сопротивления 

Wx = Ix/ymax = 2[I +(b-zo)
2A]/b = 2[139+(8-2,28)225,2]/8 = 241 

см3. 

Из условия прочности балки   Мmax/Wx = 2qa2/Wx  [], 

oткуда   [q] = []Wx /2a2 = 15010624110-6/(212) = 18 кН/м. 
 

П р и м е р  12 

Подобрать необходимые 

размеры поперечного се-

чения балки, составлен-

ной из двух скрепленных 

бревен, если q = 26 кН/м, 

[] = 10 МПа,  Q = 1 м. 

 

В 

RA
2а

А С

а 

q 

RB 

2a

0,5qa2
d 

x

0,5 

1
-1

1 

Q 

xqa 

0,5 +

1,5 Мx 

xqa2

+

Рис. 16 
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Р еш е н и е  

1. Построение эпюр Q и  М. 

Опорные реакции: 

mB = 0,   RA4a = 0,5qа2 + 2qa2a - qa0,5a,   RA = qa; 

mA = 0,   RB4a = qa4,5a + 2qa2а - 0,5qа2,   RB = 2qa. 

П р о в е р к а : 

Yi = 0,   RA + RB - 2qa - qa = qa + 2qa - 2qa - qa = 0.    

Строим эпюры q и М и находим расчетный изгибающий 

момент, равный   Мmax = 1,5 qa2. 

2. Подбор сечения балки. 

Геометрические характеристики. Сечение 

балки является составным, поэтому 

Ix = 2(I+y2A) = 2[d4/64+(d/2)2d2/4] = (5/32)d4,

Wx = Ix/ymax = Ix/d = (5/32)d3. 

Из условия прочности балки 

Mmax/Wx  ;  1,5qa2/(5d3/32)  . 

 d 


x

 

Рис. 17 

Отсюда   

     см2010105102648548 3 633 2  //qad . 

 

П р и м е р  13. Тензометр Т, установленный на стальной 

балке, имеет коэффициент увеличения k = 1000 и базу s = 20 

мм. Показание тензометра равно n = 5 мм. Определить наи-

большее нормальное напряжение в балке. 
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6 cмF 

T 

a a 2a y

x

12
 с
м

 

y T
=

3 
cм

 

MT=0,5Fa Mmax=Fa Мx

 

Рис. 18 

Р еш е н и е  

Напряжение в балке на 

уровне тензометра Т 

равно, с одной стороны, 

Т = ЕТ = Еn/(ks),  (a)

C другой стороны,  

Т = (MT/Ix) yT.     (б)

Наибольшие  нормаль-

ные  напряжения  возни- 

кают   в   крайних волокнах  того  же сечения, где приложена 

сила F, т.е.  

max = (Mmax/Ix) ymax.                                    (в) 

Разделив (в) на (б), получим max = Т (Mmax/МТ)(ymax/yТ) = 4Т 
или с учетом (а)    

max = 4Еn/(ks) = 42001095/(100020) = 200 МПа. 
 

П р и м е р  14 

Тележка перемещается вдоль 

балки длиной  l = 10 м. На 

каждое колесо действует на-

грузка F = 20 кН. Найти 

опасное положение тележки, 

при котором изгибающий 

момент    будет    иметь    наи-

 

 

В 

RA

C
А

z С

D

F

RB 

MD

N40
x

l

F

MC

+
Мx 

 

Рис. 19 

большее значение  и  определить  наибольшее напряжение, 

полагая С = 2 м.  

Р еш е н и е  

Очевидно, наибольший изгибающий момент возникает 
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в сечении, расположенном под передним колесом тележки 

(сеч. D), где 

MD = RB(l – z - C) = F(2z + C)(l – z - C)/l,   RB = F(2z + C)/l. 

Из условия экстремума dMD/dz = 0 находим опасное по-

ложение тележки         0342322 22  czlcdzczzl
dz

d
,    

z4 = (2l-3c)/4. 

В нашем случае    z = (210 - 32)/4 = 3,5 м. 

Наибольший изгибающий момент  

Mmax = MD(z) = F(2z + c)(l - z - c)/l,  

Mmax = 20(23,5 + 2)(10 - 3,5 - 2)/10 = 81 кНм. 

Максимальное напряжение 

max = Mmax/Wx = 81103/95310-6 = 85 МПа. 
 

2.2. Ка с а т е л ь ны е  н ап р яж ени я  
 

Элементарная теория касательных напряжений, разра-

ботанная Д.И. Журавским, основывается на двух допущени-

ях. 

1. Касательные напряжения направлены параллельно 

поперечной силе Qy. 

2. Касательные напряжения распределяются равномерно 

по ширине сечения. 

Сделанных допущений достаточно, чтобы найти закон 

распределения касательных напряжений по высоте сечения. 

Проще всего вычислить эти напряжения через парные им   

касательные напряжения, возникающие в продольных сече-

ниях. 
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 а) 

П1 
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z 

б)

Q

M2=M1+dM M1 

dz 

z

y

F 
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Мx

М1

y 
dz

by 

z
zy

в)

y 1
 

Q
M2

z

+ 

 

+ 

Qy 

yz
x

y 

dA 

C 

y 
AОТС 

г) dT yz

dz

ОТСN1
ОТСN2

Рис. 20 

Выделим из балки бесконечно малый элемент (рис. 20,г) 

и рассмотрим его равновесие в проекции на ось z: 

  ,Zi 0      dTNN OTCOTC  12 .                     (а) 

Вычисляя  

        OTC
xx

A
x

A
z

OTC SI/MdAyI/MdAN
OTCOTC

1111 1
  , 


OTCA

OTC
x dAyS 1 , 

    x
OTC
x

OTC
xx

A
z

OTC I/SdMMSI/MdAN
OTC

  122 2
,   

dzbdT yyz  

и подставляя в (а), получим     
xy

OTC
x

yz Ib

S

dZ

dM
  

или с учетом дифференциальной зависимости QdZ/dM   

xy

OTC
x

yzzy Ib

QS
                                       (8) 
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Рассмотрим конкретные сечения. 

П р я м о у г о л ь н и к  (рис. 21,а). Имеем:  by = b, 

123 /bhI x  ,         22 422212 y/h/by/h/y/hbSOTC
x  . 

Следовательно,     












 2

2

3 4

6
y

h

bh

Q

Ib

SQ

xy

OTC
x

zy  

 и    
A

Q

bh

Q
y/   2

3

2

3
0max . 

Как видим, касательные напряжения изменяются по высоте 

сечения по закону квадратной параболы. 

Для балки  к р у г л о г о  с е ч е н и я  (рис. 21,б) аналогич-

но можно найти    

 22
43

4
yr

r

Q
zy 


    и   

A

Q

r

Q





3

4

3

4
2max . 

 

y 

C 

b 

x A

Q


2

3
max

h/
2 

h/
2 

y 

а) 
 

б)

r
C x

y by

A

Q


3

4
max

 

Рис. 21 
 

П р и м е р  15. Определить касательное напряжение в 

точке К  данного сечения, если поперечная сила равна           

Q = 500 кН. 
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K

8  

x2 

б) 
12
6

3 

6 

12 см 
6 

20
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м

 
10

 
а) 

K 

3,
5 

 

Рис. 22 

Р еш е н и е  

По формуле Журавского 

имеем    xK
OTC
xKK Ib/QS . 

Учитывая, что bK = 6 см, 

,

//

/bh/BHI x

4

33

33

см7500

12106122012

1212







 

3cм51353366812  ,SOTC
xK , 

получим     МПа571075001061051310500 8263   /K . 
 

П р и м е р  16. Построить эпюры вертикальной состав-

ляющей касательного напряжения в частях от наибольшего 

значения  max = о для указанных форм поперечного сечения 

балки. 
 b 

0,5b 

2b
 

b 

1 

x 

2

5o/6 4
o/2 

2

1 o

3 

3 

 1

y 

1 

3 
2 

4 

2 
3 

1 

Рис. 23 

N 
п/п by 

OTC
xS  y

OTC
x bS /  i/max

1 0,5b 0 0 0 

2 0,5b 3b3/16 3b2/8 1 

3 b 3b3/16 3b2/16 1/2 

4 b 5b3/16 5b2/16 5/6 

3 b 3b3/16 3b2/16 1/2 

2 0,5b 3b3/16 3b2/8 1 

1 0,5b 0 0 0 

Для остальных сечений студентам предлагается постро-

ить эпюры самостоятельно. 
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0,2b 

b 
2b
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b

2b
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x

y
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0,
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2 3 4

0,2b
0,1b 

Рис. 24 
 

2.3. Гл а вные  н ап р яж ени я  
 

В произвольной точке поперечного сечения балки, на-

ходящейся на расстоянии y от нейтральной оси, нормальные 

и касательные напряжения определяют по формулам 

  yI/M xxz  ,       x
OTC
xyzy bI/SQ . 

Нормальные напряжения максимальны во внешних волокнах 

балки и равны нулю на нейтральной оси. Касательные на-

пряжения равны нулю во внешних волокнах и обычно дости-

гают максимума на нейтральной оси. При поперечном изгибе 

в плоскости yz  x = y = 0, поэтому напряженное состояние 

является плоским и главные напряжения определяются по 

формулам 






  22

31
min
max 450,, ,         /tg 11 .       (9) 

Рассмотрим балку прямоугольного сечения и определим 

главные напряжения в нескольких характерных точках про-

извольного сечения mn (рис.25). 
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Рис. 25 

 

П р и м е р  17. Определить главные напряжения в точке К 

консольной балки (рис. 26), нагруженной сосредоточенной си-

лой  F = 50 кН, приложенной на свободном конце, если               

l = 50 см,    С = 20,    d = 4 см,    b = 4 см,    h = 10 см. 

Р еш е н и е . 1. Определение внутренних силовых факто-

ров в поперечном сечении, проходящем через точку К. Строим 

эпюры Qy и Mx и находим  QK = -F = -50 кН,                  

MK = -FC = -50  20  10-2 = -10кНм. 
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F 1

d 
x

l 
3 

K 1=-65 

C 

Мx 



Q QK=-F 

MK=-FC 
Fl 

 

 

b

h 

y

Рис. 26 

2. Определение главных на-

пряжений. Напряжения в по-

перечном сечении определя-

ются по формулам 

  KxxK yI/M , 

 x
OTC
xKKK Ib/SQ  . 

Вычисляя   123 /bhI x  , 

43 cм50012106  /I x , 

cм12  d/hyK , 

3cм72346 OTC
xKS ,    находим 

  МПа20101105001010 283  /K , 

  МПа12105001061050 823  /K . 

Величины главных напряжений 






 





  2222

3,1 12420205,045,0 KKK ; 

 231205031 ,,,  ;   МПа651 , ;   МПа6253 , . 

Направление главного растягивающего напряжения 1 по 

отношению к продольной оси балки z: 

      14212206511 ,/,/tg KK  ;   651  ,  

а    напряжение 3 направлено перпендикулярно к 1. 

Графическое определение величин главных напряжений и 

направлений главных осей представлено на рис. 27. 
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3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И РАСЧЕТ           

НА   ЖЕСТКОСТЬ 
 

3.1. Осн о вные  п он я т и я  
 

 Z 

W 

O 
 

K 

F=0

z

V
 

F0
K1 

 
l

y 

Упругая 
линия 

 
Рис.28 

При изгибе произвольное се-

чение K балки (рис. 28) полу-

чает три перемещения: в е р -

т и к а л ь н ы й  п р о г и б  V, 

г о р и з о н т а л ь н о е  с м е -

щ е н и е  W, у г о л  п о в о р о -

т а  . Ось деформированной 

балки    называется     упругой 

линией. В реальных   конструкциях   WV,  Vmax  l/200,        

max  1 (0,0174 рад), поэтому в расчетах можно пренебречь 

смещением W, а для углов поворота использовать приближен-

ную формулу     tg = dv/dz. Таким образом, для определения 

линейных и угловых перемещений сечений балки необходимо 

знать уравнение упругой линии V(z). 

Кривизна оси балки связана с изгибающим моментом вы-

ражением           K = 1/ = Mx/(EIx). 

Из курса математики известна следующая формула для 

кривизны линии:          2321
/

V/VK  , 

где     dz/dVV  ,    22 dz/VdV  . 

Подставляя это значение  К  в предыдущее выражение, 

получим точное дифференциальное уравнение упругой линии 

балки: 
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    xx
/

EI/MV/V 
2321 .                           (10) 

Пренебрегая   2V   по сравнению с единицей, заменяем 

его приближенным уравнением 

 xx EI/MV                                        (11) 

которое  называют   о с н о в н ы м  д и фф е р е н ц и а л ь н ы м  

у р а в н е н и е м  у п р у г о й  л и н и и  б а л к и .  

Выбор знака определяется принятой системой координат         

(рис. 29). Если ось y направлена вверх, то знаки момента Мх и 

кривизны  V   совпадают, поэтому в уравнении (11) берется  

знак “плюс”. При обратном направлении оси y знаки Мх и 

V  противоположны, следовательно, в этом случае следует ис-

пользовать уравнение вида   xx EI/MV  , которое и рас-

сматривается в дальнейшем. 
 

y 

O 

Mx Mx 

Mx Mx 

Mx0

Mx0

V0

V0

Mx Mx 

Mx Mx 

Mx0

Mx0

V0

V0

z
V=Mx/(EIx) V=Mx/(EIx) V=-Mx/(EIx) 

y

O

zz

z
а) б)

Рис. 29 
 

3.2. Мет о д   н а ч а л ьных   п а р ам е т р о в  
 

Последовательно интегрируя уравнение (11), получим 

сначала выражение для углов поворота 
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z

x
x

o dzzM
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z
0

1
                                 (а) 

а затем для прогибов 

    









z

o

z

o
x

x
oo dzdzzM

EI
zVzV

1
.                  (б) 

Для вычисления интегралов, входящих в формулы (а) и 

(б), запишем выражение изгибающего момента  Мх(z) от типич-

ных нагрузок (рис. 30): 
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q
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q
bzFMzM x . 
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Рис. 30 

  

в)

а) А А=0 
VA=0 

B б) B=0 
A

VA=0

A
VA=0

B 
VB=0 

 
Рис. 31 

 

Подставляя Мх в формулы (а) и (б) и учитывая, что в об-

щем случае на балку действует несколько моментов, сосредо-

точенных сил и погонных нагрузок, после интегрирования по-

лучим окончательно 

         












 











Л 332

!3!3!2!1

1
θθ

dzqCzqbzFOzM

EI
z

x
o , 

(12) 
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Л

4

432

!4

!4!3!21
θ

dzq

CzqbzFOzM

EI
zVzV

x
oo        (13) 

Здесь о и Vo – угол поворота и прогиб в начале координат, на-

зываемые   н а ч а л ь н ы м и  п а р а м е т р а м и   и определяе-

мые из условий опирания балки (рис. 31). Значок “Л” над сим-

волом суммы обозначает, что суммируются только те величи-

ны, которые относятся к части балки, расположенной  с л е в а  

от того сечения, где ищутся перемещения. Все нагрузки, приве-

денные на рис. 30, считаются  п о л ож ит е л ь н ы м и . 
 

П р и м е р  18 

Элемент машины пред-

ставляет собой балку пролетом 

3a, опирающуюся на шарнир-

но подвижную опору, а с   дру-

гой  –  на   вертикальные   на-

прав-   

 

B 
F

МА

A
VA

A

y

3a

C z
B VC

RB 

a 

Рис. 32 

ляющие, вдоль которых свободно (без трения)   скользит   пол-

зун,    жесткосвязанный с балкой. Определить прогибы в точках 

А и С и угол поворота на опоре В. 

Р еш е н и е . 1. Определение опорных реакций. Составля-

ем уравнения равновесия и находим искомые реакции: 

  0iY ,  FRB  ,    0Am ,  043  aFaRM BA ,  FaM A  . 

2. Определение начальных параметров. Из условий опира-

ния балки имеем  А = 0  и  VВ = 0. Из первого получаем   о = 0, 

а из второго находим  Vо: 
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П р и м е р  19. Определить углы поворота опорных сече-

ний и прогибы на конце консоли и в середине пролета. Постро-

ить пунктиром вид изогнутой оси балки (рис. 33). 

Р еш е н и е . 1. Определение опорных реакций. Из уравне-

ний равновесия имеем 

  0Bm ,   24522 qaaqaa,qaaRA  ,    qa/RA 411 , 

  0Am ,   a,qaaqaqaaRB 5042 2  ,    qa/RB 49 . 
 

 

Мx 
+ + 

о 

Vо 

q 

C 

4qa 4qa 

qa2

B

O A A
VC 

B z

RA RB

q 

O 

a a a 

y 

1/2 

5/4 

1 xqa2

Рис. 33 

2. Определение начальных па-

раметров. Из условий опира-

ния балки VA = VB = 0  или в 

развернутом виде     
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Таким образом, получаем систему  
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откуда    xo EI/qa 63 ,      xo EI/qaV 245 4 . 

3. Определение искомых перемещений. Угол поворота на  

опоре  А        
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Угол поворота на опоре В 
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Прогиб посредине пролета (сеч. С) 
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Примерный вид упругой линии балки показан на рис. 33 

пунктиром. 
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П р и м е р  20 
Определить место и значение 
наибольшего прогиба, а так-
же углы поворота опорных 
сечений двухопорной балки 
постоянной жесткости, на-
груженной сосредоточенны-
ми моментами (рис. 34). 

V
m

ax
 2M 

Мx

М

B
A

B z

RA RB 

2a
3a

y

M

2M
 

+ 

Рис. 34 

Р еш е н и е . 1. Определение   опорных   реакций.   Име-

ем     mB = 0,     RA3a = 3M,     RA = RB = M/a. 

2. Определение начальных параметров. Из условий опи-
рания балки  VA = VB = 0. Согласно первому условию  Vо = 0, 

а из второго находим о: 
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Следовательно, уравнения прогибов и углов поворота 
имеют вид 

  











62

1 32 z

a

MMz

EI
zV

x
,         






  2

2

1
z

a

M
Mz

EI
z

x
. 

Наибольший прогиб возникает в том сечении, где      

dv/dz =  = 0, т.е. при  z = 2a. Подставив в уравнение прогибов  

z = 2a, вычислим наибольший прогиб 
Vmax = -2Ma2/(3EIx). 

Интересно отметить, что прогиб посредине пролета 
балки равен Vср = V(1,5a) = -9Ma2/(16EIx) и отличается от 
наибольшего на 15%. Угол поворота сечения В  

B = (3a) = 3Ma/(2EIx). 
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П р и м е р  21 

Подобрать номер сталь-

ного двутавра исходя из  

условий прочности и жестко-

сти, если допускаемое напря-

жение [] =160 МПа, допус-

каемый   прогиб    [f] = l / 400,   

 
 

O

F=0 

f 

l =1 м

y

x

Рис. 35 

F = 50 кН, модуль упругости  Е = 200 ГПа. 

Р еш е н и е .  

1. Подбор сечения по условию прочности. Максималь-

ный изгибающий момент возникает в защемлении и равен  

Mmax = Fl = 50 кНм. По условию прочности  max    или  

Мmax/Wx ,  откуда    

Wx   Мmax /  = 50103/(160106) = 312,5 см3. 

Принимаем двутавр № 24а, у которого Wx = 317 см3. 

2. Подбор сечения по условию жесткости. Максималь-

ный  прогиб f = Fl3/(3EIx). По условию жесткости  vmax = f  f  

или  Fl3/(3EIx)  l/400,  откуда  

Ix = 400Fl2/(3E) = 4005010312/(3200109) = 3333 см4.  

Берем профиль № 24, для которого   Ix = 3460 cм4. 

Окончательно принимаем двутавр № 24а, удовлетво-

ряющий как условию прочности, так и жесткости. 
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П р и м е р  22 

Подобрать диаметр деревян-

ной балки круглого сечения, 

удовлетворяющей условиям 

прочности и жесткости, если 

q =1 кН/м,  а =1 м,  [] = 10 

МПа,  [] = 1 МПа,      Е = 10 

ГПа,    [f] = l/400. 

Р еш е н и е  

1. Построение эпюр Q и Мх. 

Опорные реакции:  

 

2

2 

C a 

A B 
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y
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Рис. 36 

RA = RB = 2qa.  

Расчетные внутренние факторы: 

Qmax = 2qa = 2кН,    Mmax = 4qa2 = = 4 кНм. 

2. Подбор сечения из условий прочности: 

- по нормальным напряжениям  

max = Mmax/Wx  [],    Wx=d3/32,  откуда 

      см1610101043232 3 633
maxσ  //Md ; 

- по касательным напряжениям 

 max = 4Qmax/(3A)  [],    A=(/4)d2,  откуда 

      см6101310216316 63
maxτ  //Qd . 

Таким образом, по условию прочности требуемый диа-

метр равен     см16max τσпч  d,dd . 

3. Подбор сечения по условию жесткости. Определяем 

наибольший прогиб. Начало координат выбираем в середине 

балки (сеч. С). Тогда в силу симметрии о = 0. Кроме того,  
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Qo = 0  и  Мо = 4qa2. Из условия опирания балки VB = 0 или 
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Окончательно принимаем больший размер, т.е. 

  см21max жжпч  dd,dd . 
 

П р и м е р  23. На сталь-

ную двутавровую балку (рис. 

37) действует равномерно 

распределенная нагрузка. 

Определить интенсивность 

нагрузки q, если измерением 

установлено, что касательная 

к оси изогнутой балки на сво- 

 
 

O
№ 12

q

l =2 м

y

А 

Vo

o

Рис. 37 

бодном конце составляет с осью Oz угол о = 8 мрад. Принять        

Е = 200 ГПа. 

Р еш е н и е . Из условия опирания балки А = 0 или                    

(l) = o + (1/EIx)(ql3/6) = 0, из которого находим 

o = -ql3/(6EIx).   Отсюда 

q = 6EIxo/l
3 = 620010935010-8810-3/23 = 4,2 кН/м. 
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П р и м е р  24. Дюрале-

вая круглая труба сечением 

50х44 мм положена горизон-

тально на две опоры. Опреде-

лить максимальный допускае- 

x
f

0,5l 

q

0,5l

Рис. 38 

мый пролет l, исходя  из  условий  прочности  и жесткости, 

если  [f] = l/200,   [] = 115 МПа,     = 26 кН/м3,    Е = 75 ГПа.  

Р еш е н и е . 1. Расчет на прочность. Геометрические ха-

рактеристики сечения  

       22222
н см43488014514 ,,/d/A  ;  

      44444
н см5128801645164 ,,//dI x  ;  

    3
н cм550  d,/IW xx . 

Погонная нагрузка    Н/м511104341026 43 ,,Aq   . 

Из условия прочности     xW/M maxmax    или 

   xW/ql 82 ,   откуда 

  м205111011510588 2 662
пч   ,/q/Wl x . 

2. Расчет на жесткость. Наибольший прогиб в данном 

случае равен  xEI/qlf 3845 4 . Из условия жесткости   

  200/lff  ,   откуда 

   
м.86

51110001051210753842005384 3 893
ж

,

,/,q/EIl x



 
 

Окончательно принимаем меньшую из двух найденных 

величин, т.е.     м86min жжпч ,ll,ll  . 
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П р и м е р  25. При за-

гружении сосновой доски, 

свободно лежащей на двух 

опорах, силой   F = 24 Н по-

средине  был измерен прогиб  

 

 

120

10
 

f

F

l =1 м

Рис. 39 

под силой  f = 5  мм. Определить модуль упругости материа-

ла. 

Р еш е н и е . Как известно, прогиб под силой равен 

 xEI/Flf 483 , откуда    fI/FlE x483 . 

Вычисляем момент инерции 

   433 см11211212  //bhI x  и находим   

    ГПа101051014812448 3833  /fI/FlE x . 
 

3.3.  Эн е р г е т и ч е с к ий   ме т о д  
 

Энергия деформации при изгибе. Вы-

делим из балки бесконечно малый элемент 

(рис. 40) и составим для него уравнение 

баланса энергии 

dU = dW, 

где   dU – потенциальная энергия упругой 

деформации,   dW – работа внешних сил. 

Как известно, работа пары сил Мх равна 

произведению момента на угол поворота. 

Однако, учитывая статический характер 

нагружения и линейную зависимость меж-

ду усилиями и перемещениями, в нашем 

случае          dW = (1/2)Mxd. 

 
 

Mx 



н.с. 

Mx 

d 

dz 

d

dW 

Mx 

 
Рис. 40 
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Но   d = dz/ = Mxdz/(EIx), поэтому    xx EI/dzMdU 22 . 

Полная энергия, накапливаемая во всей балке, 

 
l

xx EI/dzMU 22 .                                   (14) 

Полученная формула, строго говоря, справедлива только при 

чистом изгибе. При поперечном изгибе она является двух-

членной 

    
l l

yyxx GA/dzQKEI/dzMU 22 22 .                 (15) 

Здесь Ky – коэффициент, зависящий от формы поперечного 

сечения. Например, для прямоугольного сечения Ky = 1,2. 

Второе слагаемое не превышает, как правило, 2-3% от всей 

энергии деформации, поэтому в большинстве практических 

расчетов им пренебрегают. 

Теоремы о взаимности работ и 
перемещений. Эти теоремы относятся 
к числу общих теорем сопротивления 
материалов. Они прямо вытекают из 
принципа независимости действия сил 
и применимы ко всем системам, для 
которых соблюдается этот принцип. 

 

 
F1 F2 

A
B 

Рис. 41 

Рассмотрим упругое тело (рис. 41), к которому прило-

жены силы F1 в точке А и F2 в точке В. Определим работу, 

которую совершат эти силы при различном порядке их при-

ложения. Пусть сначала прикладывается сила F1, а затем F2. 

Тогда сумма работ равна 

    2122111 2121 ABA FF/F/W  , 
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где  А1 – перемещение точки А по направлению силы F1, вы-

званное силой F1;  В2 – перемещение точки В по направле-

нию силы F2, вызванное силой F2;  А2 – перемещение точки 

А по направлению силы F1 под действием силы F2, прило-

женной в точке В. В последнем слагаемом множитель 1/2 от-

сутствует, так как на пути ОА2 сила F1   остается неизменной. 

Во втором случае сначала прикладывается сила F2, а за-

тем F1 и выражение работы будет следующим: 

    1211222 2121 ВАВ FF/F/W  . 

Приравнивая работы, находим 

F1A2 = F2B1 ,                                  (16) 

Полученный результат выражает теорему о взаимности работ     

(т е о р е м у  Б е тт и ): работа первой силы на перемещении 

точки ее приложения под действием второй силы равна рабо-

те второй силы на перемещении точки ее приложения под 

действием первой силы. 

В частности, если  F1 = F2 = F, 

то выражение (16) принимает вид 

А2 = В1                 (17)

В этом и заключается теорема о 

взаимности перемещений (т е о -

р е м а  Ма к с в е л л а ) перемеще-

ние точки А под действием силы, 

приложенной в точке В, равно пе-

ремещению точки В под действием 

той же силы, приложенной в точке 

А (рис. 42). 

 
 
а)

F

B 

B1

A

б)
А2

F

B

Рис. 42 
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Теорема Кастилиано. Частная 

производная от потенциальной энер-

гии системы по силе равна переме-

щению точки приложения силы по 

направлению этой силы. 

Рассмотрим упругое тело (рис. 

43), нагруженное произвольной сис- 

F1

F2

F3 Fn

 

Рис. 43 

темой сил. Потенциальная энергия деформации, на-

копленная в теле в результате работы внешних сил, равна U и 

выражается через силы   U = U(F1, F2, …, Fn). Дадим одной из 

сил, например, силе Fn, приращение dFn. Тогда потенциаль-

ная энергия получит приращение   (U/Fn)dFn и примет вид 

U + (U/Fn)dFn.                                    (а) 

Изменим порядок приложения сил. Приложим сначала 

силу dFn, а затем всю систему. Тогда выражение потенциаль-

ной энергии получим в виде 

                U + dFnn + (1/2)dFndn,                             (б) 

где dFnn есть приращение энергии, связанное с работой силы 

dFn на перемещении n, вызванном всей системой внешних 

сил; перед произведением множитель 1/2 не ставится, по-

скольку на перемещении n сила dFn остается неизменной. 

Третье слагаемое, равное работе силы dFn на вызванном ею 

перемещении dn , является величиной высшего порядка ма-

лости, поэтому его можно отбросить. 

Приравнивая выражения (а) и (б), находим 

n = U/Fn ,                                    (18) 

что и требовалось доказать. 
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П р и м е р  26. Определить 

наибольший прогиб консоли, на-

груженной на конце силой F. 

Р еш е н и е . Изгибающий 

момент в произвольном сечении 

К  балки равен   Mx(z) = - Fz. 

 

А

F

l

В

f

z 
K 

f = Fl3/(3EIx) 

Рис. 44 

Потенциальная энергия упругой деформации 

       
l

o

l

o
xxxx EI/lFdzzEI/FEI/dzMU 622 32222 . 

По формуле (18) находим искомое перемещение 

 xB EI/FlF/UVf 33 . 

И нт е г р а л  Мо р а . 

Пусть требуется определить 

прогиб некоторого сечения К 

балки (рис. 45). Приложим в 

точке  К  фиктивную  силу   Ф 

 
 

VK 

Ф F1 F2

K
F3 Fn 

 
Рис. 45 

и  вычислим изгибающий момент в произвольном сечении 

балки                            Mx(z) = MF(z) + MФ(z), 

где MF – момент от заданной системы внешних сил, МФ – до-

полнительный момент, вызванный силой Ф. Момент МФ   

пропорционален силе Ф, поэтому его можно представить как 

произведение ФФ МM . Здесь М  есть изгибающий момент 

от единичной силы, приложенной в рассматриваемой         

точке  К. 
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Потенциальная энергия системы с учетом силы Ф 

    
l

o
xF EI/dzMMU 2Ф 2 . 

Дифференцируя это выражение по Ф и полагая после этого  

Ф = 0,    находим перемещение точки К: 

  
l

o
xF/KK EI/dzMM/UV 0ФФ .                (19) 

Это и есть   и н т е г р а л  Мо р а . 
 

П р и м е р  27. Определить 

максимальный прогиб в двух-

опорной балке, нагруженной рав-

номерно распределенной нагруз-

кой интенсивности q (рис. 46). 

Р еш е н и е . Находим изги-

бающие моменты:  

- от заданной нагрузки 

  22 2
11

2
11 /zlzq/qzzRM AF   

 

 

xEI

ql
f

384

5 4



q

0,5l 0,5l

z1

z1

A BC 

RA RB

A C B
1 

Рис. 46 

- от единичной силы, приложенной в точке С, где ищет-

ся прогиб 21 /zM  . 

По формуле (19) вычисляем искомый наибольший про-

гиб, который возникает в среднем сечении балки 
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Некоторые способы вычисления интеграла Мора. Наи-

большее распространение   в  инженерной   практике  полу-

чили    п р а в и л о   В е р е щ а г и н а  и   ф о р м у л а  С и м п -

с о н а . 

П р а в и л о  В е р е щ а г и н а . Оно заключается в замене 

операции интегрирования перемножением площади эпюры 

моментов от внешней нагрузки на ординату линейной эпюры 

от единичной силы, расположенную под центром    тяжести 

первой эпюры. 

Действительно,   
l

o
F dzMMI ,  причем   bkzM  . 

Поэтому,                   
l

o

l

o
FF dzMbdzzMkI . 

Но                       
l

o
CFF zdzzM ,      

l

o
FF dzM . 
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. C(ц.к) 
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прМ

левМ
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Рис. 47 Рис. 48 
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Следовательно,  

  
l

o
CFCFF MbkzdzMMI    или   I = C.       (20) 

В последней формуле индекс “F” у площади  опущен, а ор-

дината МС прямолинейной эпюры для краткости обозначена 

одной буквой С. 

Площадь  иногда приходится разбивать на более про-

стые части, тогда вместо (20) получим 

 


l

o

n

i
iiF CdzMMI

1
,                                (21) 

где  I – части площади ,   Сi – соответствующая ордината 

прямолинейной эпюры. 

Искомое перемещение       


l

o

n

i
iiFKx CdzMMEI

1
.        (22) 

Площади простейших фигур и положения их центров 

тяжести приведены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2 

 
Фи
гу-
ра 

Треугольник К в а д р а т н а я    п а р а б о л а  
 
h 

l/3 2l/3 
C . 

 

 
h 

l/4 3l/4
C.

 

 
h

3l/85l/8

. C

 

 

h 

l/2 l/2

. C 

 

 hl/2 hl/3 2hl/3 2hl/3 

Фо р м у л а  С и м п с о н а  (рис. 48) 

  
l

o
F МММММM

l
dzMMI прпрсрсрлевлев 4

6
.      (23) 
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При наличии погонной равномерно распределенной нагрузки 

интенсивности q величина Мср определяется по формуле 

Мср = (Млев + Мпр)/2  ql2/8. 

Знак “плюс” соответствует погонной нагрузке, направленной 

вниз; при обратном направлении нагрузки берется знак    

“минус”. 
 

П р и м е р  28. Опреде-

лить углы поворота на опорах 

А и В. 

Р еш е н и е   

Строим эпюры от заданной 

нагрузки и от единичных мо-

ментов, приложенных в сече-

ниях А и В (рис. 49). Искомые 

перемещения определяем с 

помощью интегралов Мора 

 
l

o
xFA EI/dzMM 1 , 

 

 

M

l



1

A
B М

1 

C1=2/3

C2=1/3

1

МF 
C

М1

М2

1

Рис. 49 

 
l

o
xFB EI/dzMM 2 , которые вычисляем по правилу Вере-

щагина. Находим параметры эпюр  

 = hl/2 = Ml/2,     C1 = 2/3,     C2 = 1/3, 

а  затем  и  углы  поворота  на опорах А и В    

A = C1/(EIx) = (Ml/2)(2/3)/(EIx) = Ml/(3EIx), 

B = C2/(EIx) = Ml/(6EIx). 
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П р и м е р  29. Определить 

угол поворота сечения  С. 

Р еш е н и е . Определяем 

опорные реакции Yi = 0,  RA=RB,

mA = 0,     RB4a = q2a2a, 

RA = RB = qa. 

Строим эпюры изгибающе-

го момента от заданной нагрузки 

и от единичного момента, при-

ложенного в сечении С, где 

ищется угол поворота. Интеграл 
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Рис. 50 

Мора вычисляем по правилу Верещагина.  Находим  пара-

метры  эпюр      1 = 2hl/3 = (2/3)(qa2/2)2a = (2/3)qa3,    

2 = -1 = -(2/3)qa3,        C2 = -C1 = -1/4, 

а по ним и искомое перемещение  

xxx
С EI

qa

EI

qa

EI

СС

34

1

3

2

4

1

3

2 33
2211 






 


 . 

 

П р и м е р  30. Определить 

перемещения точек С и D. 

Предлагается студентам  

решить   самостоятельно. 

От в е т :   

VC = 67qa4/(72EIx), 

VD = 31qa4/(36EIx). 

 
 q 

а а

qa
A B

C
a

qa2 

D 

 

Рис. 51 

 



 141

П р и м е р  31 

Определить  прогиб  в  сече-

нии С. 

Р еш е н и е  

1. Построение эпюр изги-

бающих моментов. 

Э пю р а  MF  (рис. 52,б) 

Опорные реакции: 

ВЕ:   mE = 0,   

RB3a = F2a + Fa, 

Yi = 0,   RB + RE = F,   RE = 0; 

АВ:  Yi = 0,   RА = RВ = F;  

mА = 0,    МА = Fa. 

 

E 

аа

K A B C

a

Fa 

D
MA

a) F

a a 
RA

xFa
MF 

б)
1

1

2 1 3

1 

.

. .

в) 1

xa
M 1/2 

2
3

4
9 4

9 2
3

1 
3 

1 
3 

Рис. 52 

Вычисляем моменты в характерных точках  MA = -Fa, MB = 0,   

MC = Fa   и   строим   эпюру  изгибающего момента от задан-

ной нагрузки. 

Э пю р а  М  (рис. 52,в). 

В сечении С, где ищется прогиб, прикладываем единичную 

силу 1


 и строим от нее эпюру изгибающего момента, вычис-

ляя сначала опорные реакции  ВЕ - mE = 0,   BR 3a = 12a,   

BR  = 2/3;  Yi = 0,  BR  + ER  = 1,   ER  = 1/3,   а затем момен-

ты в характерных точках   32 /aМА   ,   0BM ,   32 /aМC  . 

2. Определение искомого прогиба. Воспользуемся пра-

вилом Верещагина и вычислим предварительно параметры 

эпюр FM  и M : 

1 = (1/2)(-Fa)a = -Fa2/2,   2 = -1 = Fa2/2,   3 = Faa = Fa2,               

C1 = (2/3)(-2a/3) = -4a/9,     C2 = -C1 = 4a/9,     C3 = a/2. 
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Прогиб сечения С 

xxx
C EI

Fa

EI

Fa
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V
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1
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1

9

4

2

1 33
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 . 

 

П р и м е р  32 

Определить   прогиб   в   сече-

нии С. 

Р еш е н и е . Строим эпю-

ры изгибающих моментов от 

заданной нагрузки и от единич-

ной силы, приложенной в точке 

 q 

2а 2а

4

A B C 
2a

1

D 

.

xqa2
MF

xa
M 

. . 
22 3 2 

1 5/8 5/8 

1 2/3
 

Рис. 53 

С. Пользуясь правилом Верещагина, вычисляем параметры 

эпюр    1 = -(1/2)4qa22a = -4qa3,   2 = 3 = (2/3)2qa22a =        

= 8qa3/3,     C1 = (2/3)(-a) = -2a/3,     C2 = C3 = (5/8)a 
и находим искомый прогиб 
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qa

EI

qa
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П р и м е р  33 
Определить   прогиб   в   сече-
нии С. 

Р еш е н и е . 1. Построение 
эпюр изгибающих моментов. 

Опорные реакции: 

mD = 0,    

RA4a = qa3a + q2a2a + qa2,  

RA = 2qa, Yi = 0,  RA + RD = 3qa, 

RD = qa.     

 

xqa2
MF 

xa
M 

 

+

+

xqa
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а а

qa
A B C 

a

qa2

D

+

а 

RD
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12

1 2 5/2 2 1 3/2 

1/8 1/4 1/2 3/8 
1 

3/4 

Рис. 54 
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Строим эпюры изгибающих моментов от заданной на-

грузки и от единичной силы, приложенной в точке С.   

2. Определение перемещений. Для вычисления интегра-

ла Мора воспользуемся формулой Симпсона, последователь-

но применяя ее к каждому из трех участков, на которые раз-

бивается балка. 

Участок АВ:   ,2,,0 2
пр

2
срлев qaMqaMM   

;4,8,0 прсрлев /аМ/аММ   

 

     .
qa

/aqa/aqa
а

МММММM
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dzMMI
B

A
FAB

6
428400

6

4
6

4
22

прпрсрсрлевлев



 
 

Участок ВС:   ,2/2,5,2 2
пр

2
ср

2
лев qaMqaMqaM   

;43,2,4 прсрлев /аМ/аМ/aМ   

 

        .
qa
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Участок СD:   ,0/2,3,2 пр
2

ср
2

лев  MqaMqaM  

;0,83,43 прсрлев  М/аМ/aМ  

      .
qa
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a
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Искомое перемещение  
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П р и м е р  34. Определить прогиб сечения А и угол по-

ворота сечения Е балки (рис. 55,а). 

Р еш е н и е . 1. Построение эпюр изгибающих моментов. 

Э пю р а  МF (рис. 55,в). Определив опорные реакции 

mD = 0,   RВ4a = q3a3,5а - qaa,    RB = 19qa/8,     Yi = 0,     

RD = 13qa/8, строим эпюры поперечной силы Q и изгибающе-

го момента   МF  от заданной нагрузки. 

Э пю р а   1М  (рис. 55,д). В сечении А, где ищется про-

гиб,    прикладываем единичную силу и строим от нее эпюру 

изгибающего момента.  

Э пю р а  2М  (рис. 55,е). Эта эпюра строится от единич-

ного момента, приложенного в сечении Е, где ищется угол 

поворота. 

2. Определение перемещений. Прогиб сечения А нахо-

дим, пользуясь правилом Верещагина. Эпюру МF на участках 

ВС и CD разбиваем на простые части (рис. 55,г). Необходи-

мые вычисления представляем в виде таблицы. 

 
Номер 
части 1 2 3 4 5 6 7  

 i -qa3/6 2qa3/3 -qa3/2 qa3/4 qa3/4 -qa3 -qa3/2 

Ci -3a/4 -3a/4 -5a/6 -2a/3 -a/3 -a/6 0 

iCi qa4/8 -qa4/2 5qa4/12 -qa4/6 -qa4/12 qa4/6 0 -qa4/24
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Получаем         
7 4 24 xxiiA EI/qaEI/CV . 

Знак “минус” в результате означает, что точка А перемещает-

ся не вниз, как была направлена единичная сила, а вверх. 

Угол поворота сечения Е находим двумя способами: по 

правилу Верещагина и по формуле Симпсона. 

По правилу Верещагина, перемножая эпюры MF и 2М , 

по аналогии с предыдущим получим 
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  . 

Для нахождения угла поворота по формуле Симпсона 

вычислим предварительно изгибающие моменты посредине 

участков: 

    

  ,/qa/aq

///qa/ql/МММ прлевсрВС

8382

4121282

22

22




 

     ,/qa//qa/МММ прлевсрCD
8314122 22   

./qaМ
DEср 22  

 



 146
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Искомое перемещение, увеличенное в EIx раз, 

           
E

A
FEx qaqaqaadzMMEI 2/14/4/18/3402/6/2 222

2

            14/38/342/14/6/2 222 qaqaqaa

           .1012/416/ 322 qaqaqaa   

П р и м е р  35. Опреде-

лить, при каком значении ко-

эффициента k прогиб сечения 

С будет равен нулю. При 

найденном значении k по-

строить эпюру изгибающего 

момента и изобразить при-

мерный вид упругой линии 

балки. 

Р еш е н и е  

Строим   эпюры  изгибающих 
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Рис. 56 

моментов   от   заданной    нагрузки и от единичной силы, 

приложенной в сечении С, где ищется прогиб. 

По условию задачи VC = 0. С другой стороны,               

VC = Ii/(EIx). Интеграл на участке АВ вычисляем по формуле 

Симпсона, а на участке ВС – по правилу Верещагина. 

Находим предварительно 

      k/qa/aq/kqa/ql/ММM прлевсрАВ
 4284282 2222  
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Перемещение сечения С       
C

A
xFC EI/dzMMV , 
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  kk

EI

qa!
,   58/k . 

При найденном значении k определяем значение опор-

ной реакции в точке А:   mB = 0,   RA4a = q4a2a - (8/5)qa2,   

RA = (8/5)qa, исходя из которого находим положение точки 

экстремума на эпюре М согласно условию   z = RA/q = (8/5)a. 

По значениям момента в характерных точках  

МА = МС = 0,       МВ = -(8/5)qa2,     22 25322 qa/q/RM Amax   

строим эпюру изгибающего момента (рис. 56,г). 

 

 


