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ВВЕДЕНИЕ 
 

Пособие является второй частью методического обеспечения самосто-
ятельной работы студентов Национального аэрокосмического университета 
им. Н.Е. Жуковского («ХАИ») при изучении дисциплины «Строительная 
механика», ориентированной на несущие конструкции изделий авиационно-
космической техники. 

Содержание задач соответствует учебным программам авиационных 
специальностей. 

Представленные в пособии  решения задач расчета тонко-
стенных стержней основываются на теории, разработанной  про-
фессором В.З. Власовым. Согласно данной  теории нормальные и  
касательные напряжения постоянны  по  толщине стенки профиля и 
равны  действующим на контурной  линии, которая проходит  по  
всему профилю через середины толщин стенки профиля. 

Анализируются нормальные напряжения изгиба в дискретном неодно-
родном сечении крыла. 

Для определения касательных напряжений применяется балочная тео-
рия сдвига тонкостенных стержней. Подробно изложена методика получе-
ния зависимости текущего статического момента площади поперечного се-
чения от контурной координаты. Эта функция используется для нахождения 
потоков касательных усилий на участках контурной линии тонкостенного 
стержня. Учитывая, что потоки касательных усилий, которые являются по-
гонными нагрузками, действующими по касательной к контурной линии, 
получение касательных напряжений не представляет трудностей. 

В пособии представлены методики расчета касательных напряжений 
сечении тонкостенного стержня открытого профиля от сдвига и определе-
ния положения центра изгиба в таких стержнях. 

Кроме того, исследуются потоки касательных усилий и касательные 
напряжения, возникающие в поперечном сечении тонкостенного стержня 
замкнутого и двухзамкнутого контура от действия сдвига и кручения. 

Приведена методика определения положения центра жесткости в тон-
костенном стержне замкнутого профиля методом фиктивного момента. 

Положение центра жесткости в тонкостенном стержне двухзамкнутого 
профиля предлагается определить двумя методами: фиктивного момента и 
фиктивной силы. 

Для проведения представленных исследований студентам предлага-
ются индивидуальные задания и справочные материалы, приводимые в при-
ложениях. 

Приводится пример расчета касательных напряжений в тонкостенном 
стержне открытого профиля. 
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1. ИССЛЕДОВАНИЕ НОРМАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ  
ИЗГИБА В ДИСКРЕТНОМ НЕОДНОРОДНОМ СЕЧЕНИИ КРЫЛА 
 

Цель исследования: ознакомиться с методикой учета неоднородности 
механических характеристик материалов при расчете дискретной модели 
сечения крыла. 

Рассматривается упрощенная модель 
сечения крыла (рис. 1.1): сосредоточен-
ные элементы 1, 3, 4, 6 имитируют поя-
са лонжеронов с  присоединенными 
площадями обшивки и стенок; сосредо-
точенные элементы 2 и 5 имитируют 
совокупность стрингеров с присоеди-
ненной к ним обшивкой на верхней и 
нижней панелях крыла. Координаты 
элементов приведены в системе коор-
динат, связанной с геометрической 
(строительной) хордой аэродинамиче-
ского профиля сечения. Изгибающий 
момент отнесен к горизонтальной оси 
этой системы. Расчет производится ме-
тодом редукционных коэффициентов. 

Рис. 1.1. Схема сечения крыла 

 
Исследованию подлежат следующие положения: 

1) положение центра тяжести редуцированного сечения не зависит от ве-
личины фиктивного модуля; 

2) угол, на который следует повернуть центральные оси до положения 
главных, не зависит от величины фиктивного модуля; 

3) нормальные напряжения в сосредоточенных элементах сечения не за-
висит от величины фиктивного модуля; 

4) найденная система нормальных напряжений статически эквивалентна 
изгибающему моменту в исходной системе координат. 
 

Расчетная процедура 
Эта процедура записана далее в форме «Рабочей таблицы» (табл. 1.1). 

В столбце 3 этой таблицы указано, в каких строках расположены числовые 
значения операндов для вычисления величины, указанной в столбце 2. Не-
которые элементы последнего столбца подлежат вычислению  суммирова-
нию величин, находящихся в элементах строки, которые соответствуют со-
средоточенным элементам сечения ( pF         ;  pyS …… ; и т.д.). 



5 
 

Исходные данные для расчета  содержатся в табл. П.1.1  П.1.14.  
Замечание. При использовании сведений из табл. П.1.13 следует 

учесть, что схема сечения крыла представлена на рис. П.1.1 и «Рабочая таб-
лица» (табл. 1.1) должна быть изменена – необходимо добавить два столбца 
для сосредоточенных элементов № 7 и № 8. 

Процедура расчета состоит из следующих этапов (описание относится 
к табл. 1.1): 

1) Запись исходных данных (строки 1  6). 
2) Переход с помощью коэффициентов редукции i  от реального неод-

нородного сечения if  к фиктивному однородному pif  (строки 8  9). 

3) Переход от начальных осей к главным осям сечения: 
            а) определение положения центра тяжести сечения cx , cy  (стро-

ки 10  12); 
            б) перенос осей в центр тяжести сечения и получение коорди-
нат cix , ciy  (строки 13  14); 

            в) поворот  центральных  осей  до  совпадения  с  главными  
и получение координат ix , iy  в главных осях инерции (строки 15  21); 

            г) проверка вычислений:  в строках 22  23 вычисляются статические 
моменты сечения в главных осях yS , xS  (суммы в столбце 10).  Если вы-

числения верны, то эти суммы должны быть равны нулю; погрешности не 
должны превышать 3% от величин, найденных в строках 10 и 11; 
           д) моменты инерции фиктивного сечения в главных осях yxJ , yJ , xJ  

(суммы строк 24  26);  
            е) проверка вычислений: в строке 27 те же моменты инерции xJ , yJ  

вычисляются по формулам поворота осей; разности не должны превышать 
3% полусумм двух значений каждого из моментов инерции. 

4) Вычисление фиктивных нормальных напряжений фi  , фi  , фi  (стро-

ки 28  30). 
5) Обратный переход от фиктивного сечения к реальному: определение дей-

ствительных напряжений в сосредоточенных элементах i  (строка 31). 

6) Проверка результатов – вычисление внутренних силовых факторов (ВСФ) в 
действительном сечении по исходным (не главным и не редуцированным) геомет-
рическим характеристикам (суммы строк 32  34 следует сравнить с заданными в 

строке 1 значениями 000
zyx N,M,M ). Если расхождения значений ВСФ превышают 

погрешности округлений, это свидетельствует о наличии ошибок в вычислениях. 
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Таблица 1.1 

Рабочая таблица расчета нормальных напряжений изгиба в упругом неоднородном дискретном сечении 
№

 с
тр
ок
и 

Параметр Строки 
операндов 

Числовое значение параметра  
для сосредоточенного элемента № Для сечения  

в целом 
1 2 3 4 5 6 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 
1 ВСФ в сечении:  (см. исходные данные)              0

xM                           00 00  zy  N;M . 

2 0
ix , см         

3 0
iy , см         

4 
if ,см2         

5 
iE , ГПа         

6 Ti , МПа         

7 Фиктивный модуль сечения (по указанию преподавателя) фE  

8 
фEEii   (5), (7)        

9 
iipi ff  , см2

 (4), (8)       pF         ,см2 

10 
pii fx , см3

 (2), (9)       pyS        ,см3 

11 
pii fy , см3

 
(3), (9)       pxS        ,см3

 
12 Центр сечения: см             см; ppp  FSyFSx xcpyc                        .

13 
cici xxx  , см 

(2), (12)        
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Продолжение табл. 1.1 

   1 2 3 4 5 6  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 
14 

cici yyy  , см (3), (12)        

15 2
p cii xf , см4

 (9), (13)       ycJ            см4 

16 
cicii yxf p , см4

 
(9), (13), (14)       xycJ            см4 

17 2
p cii yf , см4

 (9), (14)       xcJ            см4 

18 


 0  ;             
2

2 
cycx

cyx

JJ

J
tg        , градусы;          cos   =               ;  sin   =               

19  cos0
xx MM                                 ; (19а)            sin0

yy MM                                        (19б)

20  sincos cicii yxx  , см (13), (14), (18)        

21  sincos cicii xyy  , см (13), (14), (18)        

22 
ii xf p , см3

 (9), (20)       yS             см3 

23 
ii yf p , см3

 (9), (21)       xS             см3 

24 
iii yxf p , см4

 (9), (20), (21)       yxJ            см4 

25 2
p ii xf  , см4

 (9), (20)       yJ             см4 

26 2
p ii yf  , см4

 (9), (21)       xJ             см4 
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Окончание табл. 1.1 

   1 2 3 4 5 6  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 

27 
422

422

см                 2sinsincos

;см2sinsincos









xycxcycy

xycycxcx

JJJJ

JJJJ
 

Необходимо перевести в метры все линейные размеры и геометрические характеристики сечения 

28 i
y

y
i x

J

M
ф , МПа (19b), (20), (27b)        

29 i
x

x
i y

J

M
ф , МПа

 
(19b), (21), (27а)        

30 ффф iii   , МПа (28), (29)        

31 фiii   , МПа (8), (30)        

Проверка вычислений 

32 0
ii f  (31), (4)       Nx  = 

33 00
iii xf   (32), (2)       My  = 

34 00
iii yf   (32), (3)       Mx  = 

35 
ii T/  (31), (6)        
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2. КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ СДВИГА В ОТКРЫТОМ 
ПРОФИЛЕ 
 

2.1. Балочная формула сдвига открытого профиля 
 

Касательные напряжения в тонкостенном стержне постоянны по тол-
щине стенок и в каждой точке контура определяются по формуле: 
 


 q
 ,                                                         (2.1) 

 

где  – толщина стенки; q  – поток касательных напряжений, который в со-
ответствии с балочной теорией сдвига распределяется в сечении по закону 
текущих статических моментов: 
 

)(  )()( tS
J

Q
tS

J

Q
tq y

y

x
x

x

y  .                                   (2.2) 

 

 
2.2. Главные оси сечения 

 

Формула (2.2) записана в предположении, что оси x и y являются 
главными осями сечения. Главные оси сечения отличаются от прочих осей 
тем, что: 

а) начало координат лежит в центре тяжести сечения, и, следователь-
но, равны нулю полные статические моменты сечения: 0 FyFx SS ; 

б) положение осей таково, что осевые моменты инерции xJ , yJ , экс-

тремальны, а центробежный момент инерции сечения xyJ  равен нулю. 
 

 
2.3. Типы задач 

 

Содержание процедуры расчета касательных напряжений зависит от 
того, к какому типу задач относится данная конкретная задача. Типы задач 
определяются в зависимости от наличия информации о положении главных 
осей сечения. Различают четыре типа: 

1) основная задача: положение главных осей инерции сечения из-
вестно, например, сечение имеет две взаимно перпендикулярные оси сим-
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метрии (например, рис. П2.2). Заданная сила Q действует вдоль оси y. Ба-
лочная формула сдвига принимает вид 
 

)()( tS
J

Q
tq x

x

y .                                            (2.3) 

 

2) Первый частный случай: сечение имеет ось симметрии и эта ось 
перпендикулярна действующей силе сдвига. В этом случае не требуется ис-
кать положение второй главной оси и можно прямо переходить к формуле 
(2.2) или (2.3), т.е. определять осевой момент инерции и строить эпюру те-
кущих статических моментов. 

3) Второй частный случай: сечение имеет ось симметрии и эта ось 
параллельна действующей силе сдвига. В этом случае необходимо найти по-
ложение второй главной оси, для чего достаточно определить центр тяжести 
сечения. Когда положение оси х становится известно, приходим к основно-
му случаю. 

4) Общий случай: Сечение не имеет осей симметрии и положение 
главных осей неизвестно. В этом случае необходимо выполнить весь ком-
плекс процедур по определению положения главных осей инерции сечения 
(перенос вспомогательных осей в центр тяжести сечения и поворот цен-
тральных осей до положения главных), в результате чего приходим к основ-
ному случаю. 

 
 

2.4. Центр тяжести сечения 
 

Если задача относится ко второму частному случаю, то необходимо 
определить положение центра тяжести сечения, через который проходит 
вторая главная ось сечения x, перпендикулярная к оси симметрии y. Для это-
го следует выбрать вспомогательную ось x°, перпендикулярную оси y, но не 
проходящую через центр тяжести. Рекомендуется проводить эту ось либо 
через горизонтальный элемент профиля, либо через центр окружности дуго-
вого элемента. Сечение следует рассматривать как совокупность прямоли-
нейных отрезков и дуг окружности.  

Для каждого из прямолинейных элементов площадь и положение центра 
тяжести известно, обозначим их как Fi  и yi.  

Если дуговой элемент имеет угол раствора 180°, то его "местные" ха-
рактеристики также известны (см. рис.2.1): площадь полукольца RF  ; 
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расстояние до центра тяжести Ry

2

цт  ; осевые моменты инерции 

32976,0 RJ x  ,  35,0 RJ y  . 

Если дуговой элемент 
имеет угол раствора, не рав-
ный 180°, то его "местные" 
характеристики следует вы-
числять интегрированием. 
Если известны характеристи-
ки всех элементов, можно пе-
рейти к определению харак-
теристик сечения. Рис. 2.1. Дуговой элемент 
 

Площадь сечения определяется суммированием площадей элементов: 
 

 iFF .                                                 (2.4) 
 

Полный статический момент сечения относительно вспомогательной оси: 
 

 o
ii

o
x yFS .                                              (2.5) 

Расстояние от вспомогательной оси до центра тяжести сечения: 

F

S
y

о
xо цт ,                                                  (2.6) 

Новые, главные координаты центров тяжести элементов: 
о

 
о
ii yyy цт .                                             (2.7) 

 
В качестве примера 

профиля из прямолинейных 
отрезков на рис. 2.2 изоб-
ражен профиль, ось сим-
метрии y которого верти-
кальна. 

Положение центра тя-
жести определяется во вспо-
могательной системе коор-
динат xo, проведенной по 
нижнему горизонтальному 
участку контурной линии. 

Рис. 2.2. Профиль с наклонными участками 
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Тогда 



sin
2




h
bF , 







sin2sin
2

2hhh
S о

x 


 . 

 
Далее следует применить формулы (2.6) и (2.7). 

y

R xo

В случае дугового элемента 
с углом выреза 2 (рис. 2.3) вспо-
могательную ось xo следует прове-
сти через центр окружности. В ин-

теграле 



dtyS о

xF 2  в качестве 

переменной интегрирования следу-
ет ввести угловую координату , 
отсчитываемую от вертикали по 
часовой стрелке. Тогда 

cosRy  , Rddt  . 

 Интегрирование не состав-
ляет большого труда. 

Для кольцевого сектора, ось 
симметрии которого перпен-
дикулярна оси xo, центр тяжести 
расположен на оси симметрии на 

удалении Ryс 





sin
 в сторону, 

противоположную вырезу. 

Рис. 2.3. Дуговой профиль 

 
 

2.5. Осевой момент инерции сечения 
 

Сечение тонкостенного стержня представляет собой совокупность 
очень узких полосок – прямолинейных и криволинейных. Момент инерции 
любой из этих полосок относительно произвольной оси x определяется как 

сумма собственного момента инерции о
xJ  (то есть момента инерции полос-

ки относительно оси, параллельной оси x, но проходящей через центр тяже-
сти полоски) и переносного момента инерции, который определяется как 
произведение квадрата расстояния между осями на площадь полоски: 
 

FyJJ о
о
xx

2 .                                              (2.8) 
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В свою очередь собственный момент инерции элемента определяется 
через его главные моменты инерции по формуле 
 

 2
min

2
max sincos JJJ о

x  ,                              (2.9) 
 

где  – угол между осью максимального момента инерции и осью x. В слу-
чае прямолинейного участка контура минимальный момент инерции прини-
мается равным нулю, что соответствует гипотезе о равномерном распреде-
лении нормальных напряжений по толщине стенок. 
 

Поэтому моменты инерции 
относительно оси x трех элементов, 
показанных на рис. 2.4, равны: 
 

1. 
ba

b
J x

2
3

12
 ; 

2. 
ba

b
J x

22
3

cos
12

 ; 

3. baJ x
2 . 

Рис. 2.4. Прямолинейные участки контура
 
 

Например, для профиля на рис. 2.5 
 

4321 222 xxxxx JJJJJ  , 
 

причем: 
 

ayJ x
2
022  ,  

где sin
202 b
h

y  ; 


by

b
J x

2
03

3

3 sin
12

 , 

где sin
2

1

203 b
h

y  ; 

 

12

3

4

h
J x


 . 

x

c

a

b

h

3
2 1

4

Рис. 2.5. Пример профиля 
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Если участок контура представляет собой дугу окружности, для 
нахождения его собственного момента инерции приходится применять ин-
тегрирование. При этом следует вместо дуговой координаты t использовать 
угловую координату . Элемент площади в этом случае равен 

 dRdF  . Координату y такого элемента также следует выразить через 
R и  . Например, формула для момента инерции сечения в виде сектора 
(рис. 2.6) строится следующим образом: 
 

y

R

x

 

  .cossin

4

2sin

2

sin

sin

3

2

3

2
23

2
22



























 















R

R

dR

dRRdFyJ
F

x

 

 

Рис. 2.6. Сечение с круговым кон-
туром 
 

Для кольцевого сектора, ось симметрии которого перпендикулярна оси 
xo, его момент инерции относительно собственной центральной оси равен: 
 

















2
3 sin2

cossinRJ x . 

 

Выполнение последующих 
этапов описываемой процедуры 
расчета касательных напряжений 
будем иллюстрировать на простом 
примере швеллерного сечения (рис. 
2.7) – первый частный случай. По-
казанные на рис. 2.7 габаритные 
размеры тонкостенного контура 
ориентируются на контурные ли-
нии. Рассматривается модель, когда 
стенки работают на нормальные 
напряжения " 0 ". Рис. 2.7. Профиль примера 
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В сечении действует сила сдвига Qy = 84000 Н. 
Момент инерции данного сечения определяется как сумма моментов 

трех тонких полосок – стенки и двух полок: 
 

пст 2 xxx JJJ  , 
 

где 4
33

стст см 100
12

101,2

12





h
J x


. 

 

Как уже было сказано, собственные моменты инерции полок не учи-
тываются: 
 

4

п

2

п см 3002625
2







 b

h
J x . 

 

Таким образом, в рассматриваемом примере осевой момент инерции 
равен 4см 7003002100 xJ . 
 
 

2.6. Поворот центральных осей до совпадения с главными 
 

В задачах четвертого типа (общий случай) необходимо вычислить для 
сечения в целом также и осевой момент 
 

  ,)( 20

iiyiy FxJJ                                       (2.10) 
 

и центробежный момент  
 

,iiixy FyxJ                                            (2.11) 
 

где 0

yiJ   момент инерции i-го элемента относительно оси, проходящей че-

рез центр тяжести элемента и параллельной оси y; в формуле (2.11) учтено, 
что собственные центробежные моменты элементов равны нулю, xi, yi – ко-
ординаты центра тяжести i-го элемента в центральных осях сечения. 

Угол поворота осей определяется из соотношения 
 

.
2

2
xy

xy

JJ

J
tg


                                           (2.12) 
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При положительном значении угла центральные оси следует повора-
чивать против часовой стрелки. Заданную силу Q следует разложить на 
главные направления: 
 

.cos   ;sin   QQQQ yx                              (2.13) 
 

После этого потоки касательных сил в открытом контуре определяют-
ся раздельно и независимо друг от друга (разными студентами) в двух раз-
ных плоскостях сдвига: 
 

   
x

xy

J

tSQ
tq


 ;                                          (2.14) 

 

   
y

yx

J

tSQ
tq


 ,                                          (2.15) 

 

и впоследствии складываются. При сложении потоков касательных сил в 
данной точке контура каждому из них (потоку) приписывается знак в соот-
ветствии с правилом: положительным считается поток, направление которо-
го совпадает с направлением координаты t. 
 
 

2.7. Эпюра текущих статических моментов. Элементы теории 
 

2.7.1. Общие положения 
 

Текущий статический момент в точке контурной линии есть функция 
дуговой координаты этой точки и определяется как интеграл с переменным 
верхним пределом t: 
 


t

x dytS
0

,)()()(                                      (2.16) 

 

где  - переменная интегрирования .0 t   
Для того , чтобы преобразовать данный интеграл в явную 

функцию от t, необходимо: 
а) выбрать начальные точки и направления отсчета дуговых коор-

динат; 
б) разбить контурную линию профиля на участки; 
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в) построить параметрические зависимости )(y  и )(  для каж-
дого из участков; 

г) провести интегрирование, подставить в первообразную верхний 
(переменный) и нижний пределы; 

д) исследовать полученную функцию на предмет наличия экстре-
мума или перегиба, выпуклости или вогнутости. 

 
 

2.7.2. Выбор начальной точки и направления дуговой координаты 
 

Существует два типа открытых профилей: разветвленные и неразветв-
ленные. (разветвленными являются сечения рис. П.2.1, П..2.2, П.2.3, П.2.19, 
П.2.26, П.2.39, П.2.45, П.2.50, .2.69, П.2.70).  

В открытом неразветвленном профиле имеется две концевые точки, в 
каждой из которых действительное значение потока касательных сил 0q . 
Поэтому такие точки называют свободными. Одну из этих точек следует 
брать в качестве начальной точки обхода. Условимся выбирать в качестве 
начальной ту из двух концевых (свободных) точек, которая лежит в зоне по-
ложительных х и y. Направление дуговой координаты в неразветвленном 
контуре однозначно определяется выбором начальной точки. 

В рассматриваемом иллю-
стративном примере (рис. 2.8)  
в соответствии с приведенными 
общими рекомендациями 
начальная точка выбирается  
в верхней концевой точке кон-
турной линии (точка А). Следо-
вательно, направление обхода 
против часовой стрелки. 

Отличительными призна-
ками разветвленного профиля 
являются как наличие трех и бо-
лее свободных точек, так и 
наличие узлов. Узлом называет-
ся точка профиля, в которой 
сходятся три (или более) кон-
турные линии. Участки между 
узлами называются общими. 
Типичным представителем раз-
ветвленного контура является 

x

A

B

Рис. 2.8. Начальная точка и направ-
ление обхода 
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двутавр. 
Тавр можно рассматривать как частный случай двутавра - с нулевой 

шириной нижнего пояса. Разветвленный контур рассматривается как нало-
жение нескольких открытых неразветвленных контуров. Один из этих кон-
туров назначается основным; тогда другие контура – вспомогательные. 
Начальная точка и направление обхода в основном контуре выбираются так 
же, как в неразветвленном контуре. Начальные точки и направления дуговой 
координаты во вспомогательных контурах выбираются таким образом, что-
бы в общей части основного и вспомогательного контуров направления ду-
говых координат (направления обхода) совпадали. 

При движении точки вдоль основного контура участки, не входящие  
в основной контур, рассматриваются как отростки и учитываются в эпюре те-
кущих статических моментов подобно сосредоточенным элементам: при пере-
ходе через узел к статическому моменту в точке, предшествующей узлу, при-
бавляется полный статический момент отростка. Аналогично при рассмотре-
нии любого вспомогательного контура все участки контура, не входящие  
в этот вспомогательный контур, в том числе и не входящие в него участки ос-
новного контура, также рассматриваются как отростки и учитываются при по-
строении эпюры текущих статических моментов подобным образом. 
 

2.7.3. Разбиение контура на участки 
 

x

A

B

C

D

Участком называется такая часть 
длины контурной линии, в пределах ко-
торой зависимость текущего статическо-
го момента от дуговой координаты опи-
сывается одной формулой. Достаточно, 
чтобы одной формулой описывались за-
висимости      ttxty  , ,  при отсутствии 
на участке узлов и сосредоточенных про-
дольных элементов. Отсюда следует вы-
вод, что границами участков являются:  

а) точки излома контурной линии 
(изменяется вид функции  y ), 

б) точки скачкообразного измене-
ния   , 

в) сосредоточенные продольные 
элементы, 

г) узловые точки разветвленных 
контуров.  

Рис. 2.9. Разбиение контура  
на участки 
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Например, в рассматриваемом контуре типа «швеллер» содержится  
3 участка (рис. 2.9). 

Участки следует нумеровать, а границы участков обозначать латин-
скими буквами. 
 
 

2.7.4. Параметрические зависимости текущих координат  
точек на контуре 
 

В соответствии со свойством автономности начальную точку отсчета 
дуговой координаты выбираем на каждом участке заново. Характер зависи-
мости  tSx  определяется, в основном, характером подынтегральной функ-

ции  y  на данном участке. Рассмотрим простейшие случаи. 
Если участок контурной линии есть отрезок прямой, которая наклоне-

на к оси x под углом , то 
 

   sin0  yy ,                                       (2.17) 

 
где y0 – координата у начальной точки участка ( 0 ). 

При  = 0 участок горизонтален и   const0  yy  . 

При  =  90 участок вертикален и     0yy . 

Например, для участков профиля на рис. 2.9: 

участок 1 – верхняя полка bt  10 :  
2

h
ty   = const, п  = const; 

участок 2 – стенка ht  20 :   22 2
t

h
ty  , ст = const; 

участок 3 – нижняя полка bt  30 : 
23

h
y   = const; п  = const. 

Если рассматриваемый участок представляет собой дугу окружности 
радиуса R, то для указания местоположения точек на контуре следует пе-

рейти от дуговых координат t и  ( t 0 ) к угловым координатам  и  

(  0 ), причем t = R·;   и Rd  Rd.  
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Например, для профиля на рис. 2.6 в начальной точке   , верти-
кальная координата текущей точки: sin Ry  и текущий статический 

момент в точке с угловой координатой , причем    2 , равен: 
 

 




 ).cos(cos  sin)( 2RRdRSx  

 
 

2.7.5. Общие правила 
 

1. В начальной точке контура текущий статический момент равен ну-
лю или статическому моменту сосредоточенного элемента, расположенного 
в этой точке. 

2. Правило автономности: на каждом участке выбирается своя дуго-
вая координата с нулем в начальной точке; направление этой координаты 
совпадает с направлением общей дуговой координаты профиля. Возмож-
ность этого упрощения обеспечивается выполнением правил 3 и 4. 

3. В пределах одного участка текущие статические моменты опреде-
ляются как сумма текущего статического момента в начальной точке участ-
ка (постоянная составляющая) и приращения, соответствующего рассматри-
ваемой точке участка (переменная составляющая). 

4. Правило стыковки участков: текущий статический момент в 
начальной точке следующего участка определяется как сумма текущего ста-
тического момента в последней точке предыдущего участка, статического 
момента продольного сосредоточенного элемента, расположенного на гра-
нице участков, а также полного статического момента отростка, примыка-
ющего к границе двух участков (как продольный элемент, так и отросток 
могут отсутствовать). 

5. Правило нулевой суммы: в конечной точке последнего участка те-
кущий статический момент равен нулю или статическому моменту сосредо-
точенного элемента, расположенного в этой точке 
 
 

2.8 Эпюра текущих статических моментов. Процедура 
 

2.8.1. Эпюра )(tSx  на первом участке (рис. 2.10) 
 

В соответствии с правилом 1 значение текущего статического момента 
в начальной точке А  
 

0xAS . 
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Приращение в точке t: 
 

  
t t

x

th
d

h
dytS

0 0
1 2

)
2

()()(
 . 

 
Зависимость  tSx1   линейная; 

для построения графика достаточно 
иметь две точки: в последней точке пер-
вого участка  точке С bt  , следова-
тельно: 
 

60
2

2610

21 






bh

SC


 см3. 

 
 

Рис. 2.10. Эпюра  tSx  на пер-

вом участке 
 
 

2.8.2. Эпюра )(tSx  на втором участке (рис. 2.11) 
 

Значение текущего статического момента в начальной точке второго 
участка С2 равно конечному значению текущего статического момента пер-
вого участка: SxC2 = SxC1 = 60 см3. Дуговая координата и переменная инте-
грирования отсчитываются от точки С вниз.  

Приращение в текущей 
точке t рассматриваемого 
участка определяется по 
формуле: 


t

x dtytS
0

222 )()(  . 

Здесь ,
2

)(2 
h

ty  а 

ст2   . 

В подынтегральном вы-
ражении удобно сделать заме-
ну переменных: вместо  ис-
пользовать y в соответствии с 
формулой: 
 

 hy 5,0 . 

 

Рис. 2.11. Эпюра  tSx  на втором участке 
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Тогда d =  – dy; при этом нижний предел интегрирования бу-

дет
2

h
y  , а верхний предел интегрирования – переменный: y. Интегриро-

вание дает: 
 

)
4

(
2

2
2

cт
2 y

h
Sx 


. 

 

Данная функция – квадратная парабола с вершиной в точке y = 0. 
Полная величина статического момента в произвольной точке стенки опре-
деляется выражением: 
 

)
4

(
2

)( 2
2

cт
2 y

h
SyS xCx 


. 

 

Максимум величины статического момента имеет место при y = 0: 
 

751560
8

1001,2
60

42

2

cт
max2 




h
SS xCx


 см3. 

 

В пределах всего второго участка значения Sx > 0. В конечной точке 
второго участка SxD2 = +60 см3. 
 
 

2.8.3. Эпюра )(tSx  на третьем участке 
 

Учтем, что 
а) начальное значение SxD3 = SxD2 = +60 см3 (нет сосредоточенных 

элементов); 
б) дуговая координата t и переменная интегрирования  отсчитывают-

ся от точки D вправо; 

в)параметрические зависимости: const
2


h
y ;   п  . 

г) приращение текущего статического момента в текущей точке рас-
сматриваемого участка: 
 

 







t

x t
h

d
h

S
0

п
п3 22

 . 
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Полная формула   t
h

StS xDx 2
п

3


 .Зависимость линейная; при t = b 

06060
2

2610
60

2
п

3 



bh

SS xDx . 

 

Правило нулевой сум-

мы выполняется: Эпюра те-

кущих статических моментов 

)(tSx  в конечной точке кон-

турной линии всегда равна 

нулю, так как это – статиче-

ский момент всего сечения 

целиком относительно од-

ной из центральных осей. 

Полностью эпюра те-

кущих статических моментов 

представлена на рис. 2.12. 

 

 

Рис. 2.12. Эпюра )(tSx  

 
2.9. Построение эпюры касательных сил по контуру сечения 

 
Потоки касательных сил определяются по формуле (2.2), причем ко-

эффициент 
x

y

J

Q
 является общим для всех точек сечения: 

 

4

8

4 м

Н
 10120

см

Н
 120

700

84000


x

y

J

Q
. 

 

Рассмотрим значения потока касательных сил в характерных точках 
сечения: 

Точка А (начальная): qA = 0 
Точка С: 363 м 1060см 60 xCS ; 
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м

Н
 720000106010120 68  

xC

x

y

C S
J

Q
q . 

Точка Е: 363 м 1075см 75 xES  

м

Н
 900000107510120 68  

xC

x

y

C S
J

Q
q . 

В нижней части сечения – симметрично. 
 
 

2.10. Определение направлений касательных сил 
 

Общие правила. Если каса-
тельное напряжение сохраняет знак в 
пределах некоторого участка конту-
ра, то сохраняется и его направление 
по отношению к направлению дуго-
вой координаты t (совпадает или 
противоположно). Направление по-
ложительных потоков касательных 
сил q совпадает с направлением ду-
говой координаты, а направление от-
рицательных потоков касательных 
сил противоположно направлению 
дуговой координаты. 

Рис. 2.13. Направление q 
 

 
Во всех точках контура касательные напряжения получились одного 

знака – отрицательные; значит, во всех точках контура сохраняется одно и 
то же направление потоков касательных сил: по часовой стрелке. 
 
 

2.11. Вычисление касательных напряжений в характерных 
точках контура 
 

Общая формула для касательных напряжений при известных положи-
тельных потоков касательных сил q – формула (2.1). Характерными счита-
ются те точки участков, в которых достигается наибольшее касательное 
напряжение. На разных участках значения наибольших потоков и значения 
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толщин различны Характерными точками в данном примере являются точки 
С (первый и третий участки)и Е (второй участок). 

Точка С1 – крайняя левая точка на верхней полке: 
 

 = п = 2 см = 0,02 м; м 0,012ст2  С ; 

м

Н
 100,72720000 6

21  CCC qqq ; 

МПа 36
0,02

100,72 6

п

1
1 





 С
С

q
; МПа 60

0,012

100,72 6

п

2
2 





 С
С

q
. 

Точка Е – середина высоты стенки, в этой точке действует самый 
большой поток касательных сил: 
 

м 0,012ст   Е ; 
м

Н
100,9 900000 6Еq ; 

.МПа 75
0,012

100,9 6

ст

1 





 С
Е

q
 

Эпюры q и  представлены на рис. 2.14 и 2.15. 
 

x

-60

-60

-75

-36

(t), МПа

-36

 

 
Рис. 2.14. Эпюра q 

 
Рис. 2.15. Эпюра  
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3. ЦЕНТР ИЗГИБА ОТКРЫТОГО ПРОФИЛЯ 
 

Центр изгиба – точка в сечении открытого тонкостенного профиля, 
через которую проходит равнодействующая касательных напряжений при 
поперечном изгибе без кручения. 

Иными словами: центр изгиба – такая точка в сечении открытого тон-
костенного профиля, при похождении линии действия перерезывающей си-
лы через которую, не будет возникать кручение. 

Положение центра изгиба не зависит от действующих сил и определя-
ется геометрическим характеристиками сечения. 

Обычно для определения положения центра изгиба открытого профи-
ля предпочитают использовать «метод фиктивной силы». 
 

3.1. Метод фиктивной силы 
 

x
ст

b

Qy

 

Суть метода фиктивной силы 
опирается на приведенное определе-
ние центра изгиба и состоит в следу-
ющем (см. пример: сечение тонко-
стенного стержня на рис. 3.1): 
 
1). К сечению, связанному с координата-
ми x и y (главными), мысленно прикла-
дывается фиктивная сила Qy произволь-
ной величины, направленная, например, 
вверх, т.е. в сторону положительных ко-
ординат y. 

Рис. 3.1. Сечение профиля 
 
 

 
2). Строится эпюра потоков касательных сил в соответствии с балоч-

ной формулой сдвига: 
 

)()( tS
I

Q
tq x

x

y

p   

 

с обязательным указанием направления потока на каждом из участков. 
Следовательно, необходимо определить: 
а) момент инерции сечения относительно главной центральной оси Ix; 
б) эпюру текущих статических моментов площади сечения относи-

тельно главной центральной оси Sx(t); 
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в) потоки касательных усилий )(tqp ; 

г) направление )(tqp . 

В нашем примере (см. рис. 3.1 и 3.2): 
 







 










 hb
hh

b
h

Ix стп

23

ст
п

2

6

1

2124
2  ; 

2
)(1

h
y  ; п1 )(   ; 

22
)( п

п
0

1

th
d

h
tS

t

x

   . 

 
 

xS

pq2
пbh

2
пbh

I

Q

x

yp 

T

 
Рис. 3.2. Вид эпюр Sx(t) и )(tqp  

 
Рис. 3.3. Моментная точка 

 
 

3). Произвольно выбирается моментная точка Т (рис. 3.3) и правило 
знаков для моментов относительно этой точки; например, положительными 
считать моменты по часовой стрелке. Выбор моментной точки Т нужно 
производить так, чтобы просто вычислялось значение )( pT qM . 
 

4).Составляем условие статической эквивалентности моментов отно-
сительно точки Т: 
 

)()( pTyT qMQM  . 
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Момент силы Qy равен: 
 

TyyT aQQM )( , 
 

где aT – неизвестное пока расстояние от моментной точки до линии дей-
ствия силы Qy. 

Момент от потока касательных сил равен 
 

)()()( tdttqqM
p

ppT  , 

 

причем знак величины в правой части определяется в соответствии с приня-
тым правилом знаков. )(t   длина перпендикуляра, опущенного из мо-

ментной точки Т на линию действия элементарной силы dttqp )( , т.е. на ка-

сательную к контурной линии в данной точке контура ( в примере 
ht )(1 ). 

Если правая часть условия статической эквивалентности положитель-
на, то расстояние 
 

y

pT

T Q

qM
a

)(
  

 

откладывается влево от моментной точки (направленная вверх сила Qy должна 
быть расположена левее точки Т, чтобы давать момент по часовой стрелке). 

Подсчитаем для нашего примера: 
 

4
)()()()( п

2

0
1

 hb

I

Q
hdttqhtdttqqM

x

y
b

p
p

ppT   . 

 

Сила Qy лежит правее моментной точки; при aT < 0 левее. 
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b
aT - положение центра изгиба по оси x определено. 
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Приложим силу Qx (поиск второй координаты) 
 

Повернем сечение на 90, проведем аналогичные действия и покажем 
эпюры Sy(t) и qpy(t) на рис. 3.4. 
 
 

y

x

)(tSy

xQ

 

x

y

)(tqpy

T

 
Рис. 3.4. Эпюры Sy(t) и qpy(t) 

 
Прилагаем фиктивную силу Qx  – вызываем qpx, предварительно вы-

числив Iy. Это путь аналогичен поиску первой координаты центра изгиба.  
Но в нашем примере присутствует симметрия. 

Воспользуемся условиями симметрии. Заметим, что Sy – обратно сим-
метрична функция. Тогда очевидно, что: 0)( xT QM , а значит 0 xT Qb , 

т.е. 0Tb , где Tb  – расстояние от оси x до линии действия силы Qx. 
 
 

3.1. Правила для определения центра изгиба 
 
1). Если сечение имеет ось симметрии, то центр изгиба лежит на этой оси 
(как в нашем примере). 
2). Если сечение имеет две оси симметрии, то центр изгиба лежит в точке их 
пересечения. 
3). Для сечений типа «сростки» («пучки») центр изгиба лежит в узле. 
(Сростки – прямолинейные ответвления без изломов) (рис. 3.5). 
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ц.и.

ц.и.

ц.и.

 
Рис. 3.5. Профили типа «сростки» («пучки») 

 
4). Центр изгиба обычно расположен вне открытого контура.  

На рис. 3.6 «возможный» открытый контур обозначен штриховкой. 
 

ц.и. ц.и. ц.и. ц.и. ц.и.

 
 

Рис. 3.6. Положение центра изгиба в сечениях 
 
 
 

3.2. Процедура метода фиктивной силы 
 
 
1). Исходные данные (табл. П.4). 
Указать номер варианта. (На эскизе заданного сечения следует изображать 
только контурною линию; проверьте наличие симметрии относительно оси x.) 
 

2). Если требуется в условиях, провести дискретизацию линейных участков  
 

3). Вычислить xJ  сечения. 
 

4). Задать фиктивную силу xy JQ  ; считать ее направленной вверх. 
 

5). Выбрать начальную точку отсчета контурной координаты на одном из 
свободных концов, причем так, чтобы координата t  была направлена против 
часовой стрелки. 
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6). Выбрать моментную точку Т и определить «плечи» i  для каждого из 

участков. Если контурная линия состоит из прямолинейных отрезков, то 
моментную точку следует выбирать в точке пересечения максимального 
числа отрезков на вертикальной стенке. Если в сечении имеется кольцевой 
сектор, моментную точку следует брать в центре круга. 
 

7). Используя методику, рассмотренную при решении предыдущей задачи, 
построить эпюру текущих статических моментов  tSx . При этом можно 

пропустить линейные участки, которым соответствуют нулевые «плечи». 
 

8). Определить направления потоков    tStq x  на каждом из участков. 
 

9). Вычислить момент, создаваемый потоками iq  относительно моментной 

точки T : 
 


ib

iii dtttqqMTi
0

)()()(  . 

 

где ib   длина i – го участка. 

Момент на участке считается положительным, если направлен против 
часовой стрелки. 

На каждом из линейных участков эпюры  tq  величина )( iqMTi  мо-

жет быть вычислена как iiF , где iF   равнодействующая потоков q   

на i   том участке: iii bqF ср  ( срiq  средняя величина потока на участке). 

Затем производится суммирование по всем участкам 
 

 )()( iqMqM TiT . 
 
 

10). Вычислить расстояние 
 
y

T
T Q

qM
a  ; причем индекс «Т» при a указыва-

ет, что найденное расстояние следует откладывать от выбранной моментной 
точки Т до центра изгиба: если 0Ta , то центр изгиба лежит справа от 

точки T ; если 0Ta   слева. 
 

11) На эскизе сечения указать положение центра изгиба и расстояние  
от точки T  в сантиметрах. 
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4. КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ЗАМКНУТОМ ПРОФИЛЕ 
 
4.1. Исходные данные 
 
4.1.1. Геометрические характеристики сечения 
 
Рассматривается упрощенная схема (рис. 4.1) межлонжеронной части 

крыла, состоящая из двух лонжеронов (левого и правого) и двух обшивок 
(верхней и нижней). 
 

h

 

В примере: 
высота сечения h = 20 см; 
толщина стенки левого 
лонжерона δ1 = 0,2см; 
толщины  обшивок  
δ2 = 0,25 см; 
толщина стенки правого 
лонжерона δ3 = 0,3 см; 
нижние и верхние пояса 
одинаковы: f4 = f1, f3 = f2. 

Параметры b, f1, f2 
выбираются из таблицы 
варьируемых параметров 
по номеру индивидуального 
варианта (см. табл. П.5.1.) 

 
 

Рис. 4.1. Геометрия сечения 

 

 
4.1.2. Материалы элементов сечения 

 

В рассматриваемом примере пояса лонжеронов (f1, f2, f3, f4) и стенки 
(δ1, δ3) – стальные: Ест = 200 ГПа; обшивка (δ2) – дюралевая: Ед = 70 ГПа. 
 
 

4.1.3. Нагружение сечения 
 

В сечении действует направленная вертикально вверх перерезываю-
щая сила Qy, линия действия которой проходит на расстоянии a справа от 
стенки левого лонжерона. Величина силы и параметр a задаются преподава-
телем для всей группы. 
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4.2. Дискретизация и редуцирование сечения 

 
Дискретизация сечения есть замена сплошных стенок (вертикальных и 

горизонтальных) сосредоточенными (дискретными) элементами. 
 

В данной работе предла-
гается разделить обшивку 
на четыре равные части 
(рис. 4.2). 

 
Рис. 4.2. Дискретизация сечения 

 
Площадь каждой из четырех частей редуцируем к материалу поясов: 

 

.
ст

д
обш Е

E
bF  24

1                                         (4.2) 

 

Два средних участка верхней обшивки образуют фиктивный сосредо-
точенный элемент площадью (рис. 4.3) 
 

обшFF  25 ;                                             (4.3) 
 

Симметричный фиктивный элемент на нижней обшивке обозначим F6. 
Крайние участки обшивок присоединяются к поясам. Кроме того,  

к поясам присоединяются частично площади стенок: присоединяемые к по-
ясам площади стенок определяются по формуле 
 

b

h

F1 F2F5

F4 F3F6

стст  hF
6

1
,          (4.4) 

где индекс «ст» следует 
заменить цифрами «1» 
или «3». 
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Рис. 4.3. Дискретное редуцированное сечение 
 
 

Таким образом, новые площади поясов с присоединенными площадя-
ми обшивок и стенок равны: 
 

1141 6

1  hFfFF обш ;                                   (4.5) 

 

3232 6

1  hFfFF обш .                                   (4.6) 

 

В новом сечении обшивка и стенки не участвуют в работе на нормаль-
ные напряжения: δσ = 0. 
 
 

4.3. Эпюра переменной части потока касательных сил qp 
 
 

4.3.1. Момент инерции сечения 
 

Вычисляется по формуле 
 

 



6

1

2

521
2

2i
iix

h
FFFyFJ .                             (4.7) 

 

в последнем равенстве использован тот факт, что сечение состоит из двух 
одинаковых половин и все продольные элементы находятся на одной высоте. 
 
 

4.3.2. Построение эпюры текущих статических моментов 
 

Значение текущего статического момента в точке контура, положение 
которой определяется контурной координатой t , в общем случае вычисляет-
ся по формуле 
 

   
 





tm

i
ii

tt

x fydydFytS
000

 )( ,                        (4.8) 

 

которая в данном частном случае принимает вид 
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tm

i
iixi fyS

0

,                                               (4.9) 

 

где m(t) – количество сосредоточенных продольных элементов, располо-
женных на участке контура от начала отсчета (от точки А) до рассматривае-
мой точки на контуре. В случае дискретного сечения текущий статический 
момент на каждом участке постоянен: Sx(t)=Sxi. 

На первом участке от точки А до элемента F1 статический момент ра-
вен нулю, так как здесь нет продольных элементов, а δσ = 0: 01 xS . 

На втором участке 
22222

h
FyFSx  . 

На третьем участке 
22 523

h
F

h
FSx  . 

На четвертом участке 
222 2514

h
F

h
F

h
FS  . 

 

Текущи е  с т а т и ч е -
с ки е  момен ты  н а  
нижней  поло вин е  
с е ч ени я  с имме т -
ричны  ( ри с . 4 . 5 ) .  
 

 
Рис. 4.5. Характер эпюры статических моментов
 
 

4.3.3. Значения и направления потоков qpi 
 

Значение переменной части потока касательных сил на i - том участке 
контура дискретного сечения определяется по формуле: 
 

x

xiy
pi J

SQ
q


 .                                         (4.10) 
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При положительных Sxi направления потоков qpi противоположны 
направлениям контурной координаты t на каждом из участков (рис. 4.6).  
В рассматриваемом примере координата направлена против часовой стрел-
ки, а потоки – по часовой стрелке. 
 
 
 
 

 
 

Рис. 4.6. Характер эпюры потоков qpi 
 
 

4.3.4. Проверка потоков qp 
 

Поток по стенке 4pq  (рис. 4.6) должен давать силу, равную силе Qy, то 

есть необходимо проверить равенство: 
 

yp Qhq 4 .                                            (4.11) 
 

Если погрешность превышает 1%, расчеты qpi сделаны неверно. 
 
 

4.4. Определение постоянной части потока касательных сил q0 
 

Постоянная часть потоков касательных сил q0 определяется из условия 
статической эквивалентности моментов: момент от суммарных потоков ка-
сательных сил (q0+qpi) должен равняться моменту от силы Qy относительно 
любой точки. 
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Например, если в качестве моментной точки принять центр пояса 4, а 
моменты, направленные против часовой стрелки, считать положительными, 
то 
 

 


 )( dtqQaq Py 1
0 ,                             (4.12) 

 

причем bh2 ,   )(, 3250 ppp qqbhdtq  , 
 

и следует учесть, что потоки qp отрицательны. 
 

4.5. Суммарные потоки касательных сил 
 

Суммарные потоки касательных сил определяются по основной фор-
муле расчета касательных напряжений в тонкостенных стержнях: 
 

   tqqtq p 0 ,                                           (4.13) 
 

которая в данном случае, когда ,0  принимает вид: 
 

pii qqq  0 .                                           (4.14) 
 

Для проверки правильности проведенных вычислений можно исполь-
зовать условие эквивалентности моментов, выбрав моментную точку, от-
личную от той, которая была использована при вычислении потока q0. 
Например, можно взять центр площади F2. В этом случае должно выпол-
няться равенство: 
 

 ][)( 652
1

4   qqqbhQba y .                     (4.15) 
 

Если погрешность превышает 3%, то вычисления содержат ошибку. 
 
 

4.6. Касательные напряжения 
 

Касательное напряжение на i  том участке контура опреде-
ляется формулой: 
 

i

i
i

q


  .                                               (4.16) 

 

где δi – действительная толщина стенки на i – том участке контура. 
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Следует вычислить τi для i = 1, 2, 3, 4 и сравнить их значения с преде-
лами текучести при сдвиге для стали (500 МПа) и дюраля (180 МПа). 
 
 

4.7. Вывод 
 

Следует указать стенку, в которой достигается наибольшее значение 
отношения действующего касательного напряжения к пределу текучести, и 
величину этого отношения. 
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5. ЦЕНТР ЖЕСТКОСТИ ЗАМКНУТОГО ПРОФИЛЯ 
 
 

Найденные в разделе 4 потоки касательных усилий в замкнутом, вы-
званные действием силы yQ , можно использовать для определения положе-

ния центра жесткости методом фиктивного момента (расчет удобно вести  
в таблице – см. табл. 5.1): 

1. Крутильная жесткость однозамкнутого профиля 
 






G

dt
GJ

2

кр ,                                                 (5.1) 

 

причем для дискретного сечения интеграл в знаменателе вычисляется как 
сумма 
 

  





m

j j

j

G

t

G

dt

1 
,                                           (5.1а) 

 

где m  – количество участков на контуре; j   номер участка; jt   длина 

j -го участка. 
В табл. 5.1 вычислений используется сокращенное обозначение (строка 4): 

 

  j

j
j G

t
P




 .                                                 (5.1b) 

 

Модуль упругости второго рода принять: для стали – Gст = 80 ГПа;  
для дюраля – Gд = 27 ГПа. 

2. Относительный угол закручивания в сечении 
 

 









G

dttq1
,                                                 (5.2) 

 

причем для дискретного сечения интеграл вычисляется как сумма 
 

 






 m

j j

jj

G

tq

G

dttq

1 
.                                        (5.2а) 

 

При подсчете суммы (5.2а) в строке 6 табл. 5.1 следует учитывать зна-
ки потоков jq . 
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3. Крутящий момент 
 

кркр GJM  .                                               (5.3) 
 

4. Расстояние от линии действия силы yQ  до центра жесткости 
 

yQ

M
c кр .                                                    (5.4) 

 

откладывается влево от yQ , если 0кр M  (рис. 5.1) или вправо, если 

0кр M  (рис. 5.2). 

Вычислить расстояние от левой стенки до центра жесткости cad  . 
 

h

 
 

Рис. 5.1. Вариант расположения центра жесткости 
 

 
 

h

 
 

Рис. 5.2. Вариант расположения центра жесткости 
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Таблица 5.1 

 
Определение центра жесткости (таблица вычислений) 

 

№ 

п/п 
Параметры 

Значение  параметра  на  учас тк е  

Номера участков 

1 2 3 4 5 6 

1 jt , (м) 
      

2 j , (м) 
      

3 jG , (Н/м2) 
      

4 jP , (м2/Н) 
      

5 jq , (Н/м) 
      

6 jj Pq  , (м) 
      

 



40 
 

6. РАСЧЕТ ДВУХЗАМКНУТОГО КОНТУРА  
НА СДВИГ И КРУЧЕНИЕ 

 
 

6.1. Исходные данные и дополнительные параметры сечения 
 

Исходные данные представлены в П.5. 
Дополнительно следует подсчитать необходимые параметры сечения. 

Определите предварительно xJ ,2 ,2 21   (используется методика расчета 
дискретного сечения. Обшивка и стенки не работают на нормальные напря-
жения ( 0= ) и, следовательно, не учитываются при расчете xJ  и xiS ). 

Разбейте двухзамкнутый контур на участки, пронумеруйте их и 
найдите для каждого из участков его длину it  (рис. 6.1) и податливость 
 








 


1G

t
p i

i .                                                 (6.1) 

 

 

 
Рис. 6.1. Разбиение двухзамкнутого контура на участки 

 
 

6.2. Выбор основной системы 
 

Используется модифицированная процедура метода сил. Поэтому 
 в качестве основной системы выбирается открытый контур. Введите точеч-
ные разрезы в двух стенках на оси симметрии, выбрав таким образом 
начальные точки в обоих контурах. Направления обходов следует выбрать 
так, чтобы на начальных участках обхода координата y была положитель-
ной, а на общем участке направления обходов совпадали (рис. 6.2). 
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x

Направления обхода
 

Рис. 6.2. Основная система и направления обхода 
 

Лишними неизвестными являются крутящие моменты в контурах: 1x  и 

2x  (рис. 6.3). 
 

x

X1 X2

 
Рис. 6.3. Крутящие моменты в контурах 

 
 

6.3. Грузовое состояние основной системы 
 

Вычисляется xiS  для каждого участка на контуре (учитываются только 
сосредоточенные продольные элементы!). Подробно эта процедура рас-
смотрена в разделе 2. Строится эпюра xiS  (рис. 6.4). 
 

 

Рис. 6.4. Вид эпюры xiS  
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Находятся соответствующие значения потоков касательных сил на 
участках 
 

xi
x

y
pi S

J

Q
q  ,        ( пi ,1 ).                                    (6.2) 

 

Определяются направления потоков piq  (см. раздел 2). 

Строится эпюра piq ; ( пi ,1 ). Вид этой эпюры представлен на рис. 6.5. 

 

 

Рис. 6.5. Вид эпюры потоков piq  и их направления 
 

 
Проверяется выполнение первого условия статики: 

 

y

n

i
ipi Qyq 

1

.                                             (6.3) 

 

Здесь iy   проекция it  на ось y (рис. 6.6). 
 

 

Рис. 6.6. iy  участков контура 
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6.4. Первое единичное состояние 
 

Крутящий момент 11 x  при-
кладывается в первом контуре (ле-
вом) по часовой стрелке (рис. 6.7). 
Определяется величина 
 

1
1 2

1


q .                (6.4) Рис. 6.7. Первое единичное  

состояние 
 

Строится эпюра потоков 1q  
с указанием направления, вид 
которой представлен на рис. 6.8. 

Вычисляются коэффициенты 





1

1

2
111

n

i
ipq             (6.5)

(здесь 1n  - число участков первого 
контура); 
 
 

1q

Рис. 6.8. Вид эпюры потоков 1q  

 





1

1
11

n

i
ipi pqq                                               (6.6) 

 

(при не совпадении направлений потоков 1q  и piq  их произведение отрица-

тельно). 
 
 

6.5. Второе единичное состояние 
 

Крутящий момент 
12 x  прикладывается в 

первом контуре (правом) 
по часовой стрелке  
(рис. 6.9). 
 

 

x
X2 = 1

Рис. 6.9. Второе единичное  
состояние 
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Определяется величина 
 

 
2

2 2

1


q .                                          (6.7) 

 

Строится эпюра потоков 2q  с указанием направлений во всех участках 

второго контура, вид которой представлен на рис. 6.10. 
 

x
2q

 
 

Рис. 6.10. Вид эпюры потоков 2q  
 

Вычисляются коэффициенты: 
 





2

1

2
222

n

i
ipq                                              (6.8) 

 

(здесь 2n  - число участков второго контура); 
 





2

1
22

n

i
iip pqq  ;                                         (6.9) 

 

ст212
1

12112 pqqpqq i

n

i

 


 ,                         (6.10) 

 

где стp  - податливость стенки среднего лонжерона (знак "минус" учи-
тывает несовпадение направлений потоков). 

Суммирование в (6.8) и (6.9) распространяется на все участки второго 
контура. При несовпадении направлений потоков 2q  и piq  в (6.9) их произ-

ведения отрицательны. 
 
 

6.6. Сводная таблица коэффициентов 
 

Удобно представить полученные результаты в виде таблицы (табл. 6.1). 
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Таблица 6.1 
 

Результаты расчета грузового и единичных состояний 
 

11  12   p1  

21  22   p2  

 
 

6.7. Уравнения совместности деформаций 
 

Записывается два уравнения равенства относительных углов закручи-
вания контуров и сечения в целом: 
 

01212111   pxx ;                                (6.11) 

02222121   pxx ,                                (6.12) 
 

с числовыми значениями найденных коэффициентов (табл. 6.1), а также 
уравнение метода сил 
 

      0122122211121  ppxx                 (6.13) 
 

с числовыми значениями коэффициентов уравнение (6.13) является первым 
из двух разрешающих уравнений. 
 
 

6.8. Уравнение статики 
 

Моментная точка предпочтительно выбирается в нижнем поясе сред-
него лонжерона. Принимается правило знаков для моментов от сил: поло-
жительными считаем моменты, направленные по часовой стрелке, тогда 
условие статической эквивалентности моментов принимает вид: 
 

   yТipТ QMqMxx  21 .                                   (6.14) 
 

При вычислении момента от потоков ipq  
 

  



n

i
iiipipТ trqqM

1

                                        (6.15) 

для определения "плеч" ir  можно использовать формулу 
 

      121121

1
yyxxxxyyabs

t
r ТТ

i
i 


 ,                  (6.16) 
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по которой определяется длина перпендикуляра, опущенного из точки Т  
на направление прямой, заданной концевыми точками отрезка ( 11  , yx ) и 
( 22  , yx ). После вычисления значений  ipТ qM  и  yТ QM  уравнение статики 

запишите в виде 
 

   ipТyТ qMQMxx  21 .                                    (6.17) 
 

 
 

6.9. Лишние неизвестные 
 

Разрешающие уравнения рассматриваемой задачи образуют систему 
линейных алгебраических уравнение (СЛАУ) второго порядка. Эта система 
может быть решена простым методом исключения неизвестных; однако ре-
комендуется применить более формализованный прием Крамера. В этом по-
следнем случае СЛАУ представляется в таком виде: 
 

,

,

2222121

1212111

Bxaxa

Bxaxa




                                         (6.18) 

 

где коэффициенты kja  и jB  определяются по соответствующим коэффициен-

там разрешающих уравнений (6.13) и (6.17). Вычисляются три определителя: 
 

.  ;  ;
221

111
2

222

121
1

2221

1211

Ba

Ba
D

aB

aB
D

aa

aa
D                       (6.19) 

 

Решение СЛАУ (18) – лишние неизвестные моменты в обоих 
контурах – определяются по "формулам Крамера": 
 

.  ; 2
2

1
1 D

D
x

D

D
x                                           (6.20) 

 

Выполняется проверка полученного решения. Вычисленные значения jx  

подставляются в оба уравнения системы (6.18). Относительные погрешности 
 

%.100

;%100

2

2221212
2

1

2121111
1











B

xaxaB
d

B

xaxaB
d

                               (6.21) 

 

не должны превышать 3%. В противном случае проверяется вычисление 
определителей. 
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Обращается внимание на знаки полученных величин 1x  и 2x  : знак "+" 
подтверждает правильность первоначального предположения о направле-
ниях моментов jx  (по часовой стрелке), знак "˗" отвергает это 

предположение – и в этом случае момент jx  следует направить против часо-

вой стрелки. В дальнейших расчетах следует учитывать фактические 
направления моментов и считать их положительными. 
 
 

6.10. Угол закручивания сечения 
 

Угол закручивания первого контура определяется подстановкой 
найденных x j в формуле (6.11): 
 

pxx 12121111   ; 
 

аналогично для второго контура (12): 
 

pxx 22221212   . 
 

Теоретически эти значения должны быть равны, но из-за погрешно-
стей округления полное совпадение значений не возможно. 

Для дальнейших расчетов (центр жесткости) используется среднее: 
 

 21ср 2

1   .                                         (6.22) 

 

Здесь также проводится проверка. Относительная разность 
 

%100
ср

21 





                                         (6.23) 

 

не должна превышать 3%; в противном случае коэффициенты kj , pj  

или величина  pТ qM  найдены не верно. 

Выполнение данной проверки подтверждает выполнение условий 
сплошности. 
 
 

6.11. Суммарные потоки касательных сил 
 

Для многозамкнутых контуров, имеющих одну или несколько общих 
стенок, невозможно применение общего правила соответствия знаков и 
направлений потоков касательных сил (как это было в открытом или одно-
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замкнутом контурах). Поэтому для каждого участка контура суммирование 
или вычитание составляющих суммарного потока производится в соответ-
ствии с их фактическими направлениями. 

Хотя процедура сложения потоков в принципиальном смысле не явля-
ется сложной, она часто является причиной ошибок, поэтому и выполнение 
требует внимания и аккуратности. Рекомендуется нарисовать схематически 
все четыре рассматриваемых состояния в таком масштабе, чтобы для каждо-
го из участков можно было указать направление и величину потока каса-
тельных сил. Этими состояниями являются: 
а) грузовое состояние основной системы (потоки piq  в открытом контуре); 

b) действие момента 1x  в первом контуре 
 

111 xqq ii  ;                                                (6.24) 
 

с) действие момента 2x  во втором контуре 
 

222 xqq ii  ;                                               (6.25) 
 

d) суммарные потоки касательных сил 
 

iipii qqqq 21  ,                                       (6.26) 
 

где знак   означает векторное сложение потоков. На каждом участке кон-
тура из слагаемых формулы (6.26) может иметь только одно из двух воз-
можных направлений в зависимости от ориентации участка: для горизон-
тальных участков – вправо или влево, для вертикальных – вверх или вниз, 
для наклонных – снизу слева вверх направо или наоборот (либо сверху слева 
вниз направо или наоборот). В соответствии с этими направлениями можно 
ввести местное правило знаков для каждого из участков и проводить сумми-
рование по формуле (6.26) в соответствии с этим (выбранным произвольно) 
местным правилом знаков. 

Выполняется проверка. Если суммарные потоки найдены верно, то 
должно выполнятся условие статической эквивалентности моментов не 
только относительно первой моментной точки Т (см. пункт 6.8), но и отно-
сительно любой другой моментной точки Т1 (например, нижний пояс задне-
го лонжерона): 
 

   yТiТ QMqM
11

 .                                         (6.27) 
 

Если левая часть (6.27) отличается от правой не более, чем на 3%, то 
полученное решение следует признать правильным. Выполнение всех четы-
рех проверок подтверждает выполнение как закона равновесия, так и закона 
сплошности, что является гарантией правильного решения задачи. 
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6.12. Максимальные касательные напряжения 

 
Поскольку все участки обшивки имеют одинаковую толщину и сдела-

ны из одного материала, для определения максимальных касательных 
напряжений в обшивке достаточно найти максимальный поток обш

maxq , и раз-
делить на толщину 
 

1

обш
maxобш

max 
 q

 .                                                (6.28) 

 

Коэффициент запаса прочности обшивки при сдвиге 
 

 
обш
max

т
обш

Д16Т

q
n


 ,                                             (6.29) 

 

где  Д16Тт  - предел текучести при сдвиге материала Д16Т – около 200 МПа. 
Для определения максимального касательного напряжения в стенках 

лонжеронов следует вычислить для каждой из стенок 
 

ст

ст
ст

i

i
i

q


  ,                                                  (6.30) 

 

где i   номер стенки. 
Из найденных значений ст

i  следует выбрать наибольшее по абсолют-
ной величине и определить запас прочности при сдвиге материала стенок: 
 

ст
max

т
ст

)ХГСН2А30(




n ,                                        (6.31) 

 

где предел текучести при сдвиге материала стенок (стали 30ХГСН2А) – 
около 700 МПа. 
 
 

6.13. Определение центра жесткости методом  
фиктивного момента 

 
Метод фиктивного момента базируется на использовании двух подхо-

дов к определению крутящего момента: 
 геометрический подход 
 

жкр aQM y  ,                                            (6.32) 
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где жa   расстояние от центра жесткости до линии действия силы yQ ; 

 физический подход 

кркр GJM  ,                                            (6.33) 
 

где крGJ  - крутильная жесткость сечения;   - действительное значение от-
носительного угла закручивания сечения от известной нагрузки. 

Метод фиктивного момента применяется в тех случаях, когда из пред-
варительных расчетов уже известна величина  . однако в случае многоза-
мкнутых контуров (в отличие от однозамкнутого) не существует простой 
формулы для крутильной жесткости и ее величину приходится определять с 
помощью фиктивного момента. 

При применении этого метода производится следующая последова-
тельность действий. 

К рассматриваемому сечению мысленно прикладывается безразмер-
ный крутящий момент 1ф M , направленный по часовой стрелке. 

Разрешающая система уравнений получается из системы (13), (17) с 
учетом следующих особенностей кручения без изгиба: 
 потоки 0ipq ; 

 момент   0ipТ qM ; 

 коэффициенты 0 pj ; 

 вместо момента от силы yQ  в условии статической эквивалентности мо-

ментов учитывается фиктивный момент 1ф M . 

Кроме того, следует учитывать, что единичные состояния 11ф x  и 12ф x  

ничем не отличаются от рассмотренных ранее в п.п. 6.4 и 6.5. Следователь-
но, коэффициенты kj  уже известны – вычислены раньше по формулам 

(6.5), (6.8) и (6.10); размерность этих коэффициентов – (Нм2)1. 
Таким образом, разрешающая система уравнений принимает вид: 

 

   









.1

,0

2ф1ф

2ф12221ф1121

xx

xx 
                                (6.34) 

 

Решение системы (6.34) дает безразмерные моменты в контурах 1фx  и 

2фx . Если 0ф jx , то он направлен по часовой стрелке. 

Угол закручивания, вызванный действием фиктивного момента, опре-
деляется формулой 
 

 2ф1фср.ф 2

1   ,                                       (6.35) 
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где 
 

.

,

2ф221ф212ф

2ф121ф111ф

xx

xx








                                              (6.36) 

 
как и раньше, следует проверить, что разность между этими двумя значени-
ями не превышает 3%; иначе величины jфx  определены неверно – см. фор-

мулу (6.23). 
Размерность ф   (Нм2)1. 

Определяется крутильная жесткость сечения 
 

  1
ср.ф

ср.ф

ф
кр




 

M

GJ                                          (6.37) 

 

Очевидно, что размерность крутильной жесткости – 
 

Н м
Н м

рад / м
2 


. 

Далее производят выделение крутящего момента из заданной нагрузки 
(разложение системы внутренних силовых факторов на изгиб и кручение): 
 

сркркр GJM ,                                             (6.38) 
 
причем относительный угол закручивания был вычислен ранее в п. 6.10 по 
формуле (6.22). Момент крM  направлен так же, как и угол ср . Условимся 

считать крM  положительным, если он направлен по часовой стрелке, и от-

рицательным в противном случае. 
Затем устанавливается положение центра жесткости. 
Расстояние от линии действия заданной силы yQ  до центра жесткости 

 

y

кр

Q

M
a 1 .                                                (6.39) 

 
Положительное 1a  откладывается вправо от линии действия силы yQ . 

Расстояние от носика сечения до центра жесткости 
 

1ц.ж. acx  .                                               (6.40) 
 

При сложении следует учитывать знак 1a . 
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6.14. Определение центра жесткости двухзамкнутого 
контура методом фиктивного силы 

 
Метод фиктивной силы основан на том, что при прохождении линия 

действия приложенной к сечению перерезывающей силы через центр жест-
кости ее приложение не вызывает кручения: 0 . 

В этом случае центр жесткости определяется как точка, через которую 
проходит равнодействующая потоков касательных сил (изгиба без кручения). 

Для того, чтобы найти положение равнодействующей, нужно вычис-
лить момент потоков относительно произвольной моментной точки и разде-
лить этот момент на величину равнодействующей, которая равна yQ . 

При использовании метода фиктивной силы к рассматриваемому се-
чению мысленно прикладывается фиктивная сила, причем предполагается, 
что линия ее действия проходит через центр жесткости. Рекомендуется  
в качестве фиктивной силы взять действующую силу Qy , мысленно сместив 
ее к центру жесткости. 

Далее рассматривают три состояния основной системы. 
В грузовом состоянии возникают потоки piq , которые найдены ранее 

(см. п. 6.3). Лишние неизвестные – контурные моменты, которые можно 
обозначить в данном случае через 1фx   и 2фx  ; первоначально считаются 

направленными по часовой стрелке. 
Первое и второе единичные состояния, а также коэффициенты jk  и 

jp  не отличаются от найденных в п.п. 4, 5, 6. 

Составляют разрешающую систему уравнений. 
Для определения лишних неизвестных 1фx   и 2фx   в данном случае, ко-

гда 0 , достаточно двух уравнений совместности деформаций (без усло-
вия статики): 
 

.0

;0

22ф221ф21

1ф212ф111





p

p

xx

xx




                                  (6.41) 

 

Лишние неизвестные 1фx   и 2фx   определяются решением системы 

(6.41). В случае использования формул Крамера. Свободные члены следует 
перенести в правую часть с обратными значениями. 

По знакам полученных величин следует уточнить их направления: ес-
ли 0jx , то он направлен по часовой стрелке. 

Далее устанавливают момент от потоков касательных сил. 
В качестве моментной точки рекомендуется выбрать нижний пояс 

среднего лонжерона, как в п. 6.8. Тогда можно воспользоваться уже найден-
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ным в п. 6.8 моментом  ipТ qM . Если он направлен по часовой стрелке, при-

писываем ему знак "плюс". 
Суммарный момент от потоков касательных сил составит: 

 
   ipТТ qMxxqM  2ф1ф .                                (6.42) 

 
Если полученная величина положительна, момент  qMТ  направлен 

по часовой стрелке. 
Затем определяется положение центра жесткости по методу фиктив-

ной силы. 
Расстояние от моментной точки до линии действия фиктивной силы 

фyQ , проходящей через центр жесткости, определяется выражением: 

 
 
y

Т

Q

qM
a 2 .                                               (6.43) 

 
При положительных  qMТ  и yQ  центр жесткости расположен слева 

от моментной точки. 
Расстояние от носика сечения до центра жесткости определяется фор-

мулой: 
 

2цюж. aax  ,                                               (6.44) 

 
где а – расстояние от носика сечения до стенки среднего лонжерона. 

Производится проверка: если относительная погрешность 
 

%100ц.ж.ц.ж. 




ba

xx
                                            (6.45) 

 
не превышает 3%, то положение центра жесткости найдено правильно  
(с точностью до 3% хорды сечения). 
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Приложение № 1 
 

Варианты исходных данных к задаче 
«Исследование нормальных напряжений изгиба  
в дискретном неоднородном сечении крыла» 

 
 

Таблица П.1.1 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 11 13 9 - 8 - 12 - 10 

if  (см2) 11 21 7 6 20 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 350 1100 350 

iE  (ГПа) 200 70 200 70 200 70 

xM  = - 800 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 
 
 

Таблица П.1.2 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 12 14 10 - 8 - 12 - 10 

if  (см2) 12 22 8 6 20 10 
Ti  (МПа) 350 1100 350 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 70 200 70 200 70 200 

xM  = - 450 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 
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Таблица П.1.3 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 13 15 11 - 8 - 12 - 10 

if  (см2) 15 23 9 16 20 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 200 70 200 200 70 200 

xM  = - 600 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.4 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 14 16 12 - 8 - 12 - 10 

if  (см2) 14 24 10 6 20 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 200 70 200 200 70 200 

xM  = - 550 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.5 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 15 17 13 - 8 - 12 - 10 

if  (см2) 15 35 11 16 20 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 350 1100 350 

iE  (ГПа) 200 70 200 70 200 70 

xM  = - 650 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 
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Таблица П.1.6 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 16 18 14 - 8 - 12 - 10 

if  (см2) 16 26 12 16 20 20 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 200 70 200 200 70 200 

xM  = - 1 450 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.7 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 17 19 15 - 9 - 13 - 11 

if  (см2) 16 36 6 16 30 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 200 70 200 200 70 200 

xM  = - 1 500 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.8 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 18 20 15 - 10 - 14 - 12 

if  (см2) 15 25 11 10 20 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 1100 350 350 

iE  (ГПа) 200 70 200 200 70 70 

xM  = - 1 600 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 
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Таблица П.1.9 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 18 20 16 - 11 - 15 - 13 

if  (см2) 14 25 12 9 15 11 
Ti  (МПа) 750 1100 750 1100 750 1100 

iE  (ГПа) 100 200 100 200 100 200 

xM  = - 1 700 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.10 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 6 10 5 - 4 - 10 - 5 

if  (см2) 16 20 14 10 20 10 
Ti  (МПа) 1100 750 750 1100 750 750 

iE  (ГПа) 200 100 100 200 100 100 

xM  = - 360 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.11 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 100 200 200 100 0 
0
iy  (см) 10 15 12 - 8 - 12 - 8 

if  (см2) 16 18 20 22 24 26 
Ti  (МПа) 350 1100 350 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 70 200 70 200 70 200 

xM  = - 650 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 
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Таблица П.1.12 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. 1.1 

1 2 3 4 5 6 
0
ix  (см) 0 50 100 100 50 0 
0
iy  (см) 20 22 20 - 10 - 15 - 10 

if  (см2) 20 30 10 30 20 10 
Ti  (МПа) 1100 350 1100 1100 350 1100 

iE  (ГПа) 200 70 200 200 70 200 

xM  = - 1 600 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

Таблица П.1.13 
 

Исходные данные 
 

Параметры 
Номера сосредоточенных элементов на рис. П.1.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0
ix  (см) 0 35 70 100 100 70 35 0 
0
iy  (см) 10 15 20 8 - 10 - 20 - 15 - 8 

if  (см2) 4 6 8 10 11 9 7 5 
Ti  (МПа) 1100 350 350 1100 750 350 350 750 

iE  (ГПа) 200 70 70 200 100 70 70 100 

xM  = - 1 500 000 Нм;  ( 0 zy NM ) 

 
 

 

 Таблица П.1.14
 

Значения фиктивного модуля 
упругости 

 

Вариант фE , ГПа 

1 200 
2 100 
3 50 
4 160 
5 80 
6 64 

Рис. П.1.1. Схема сечения крыла  7 128 
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Приложение № 2 
 
 

Варианты исходных данных к задаче 
«Касательные напряжения сдвига в открытом профиле» 

 
 
 

h xh

b b h = 20 см;
b = 15 см;

= 1 см;

Qy = 400 кН  
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Рис. П.2.2 
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Рис. П.2.3 
 

Рис. П.2.4 
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Рис. П.2.5 
 

Рис. П.2.6 
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Рис. П.2.7 
 

Рис. П.2.8 
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Рис. П.2.9 
 

Рис. П.2.10 
 
 
 

x

R

b

= 1 см;

R = 20 см;

b = 20 см;

Qy = 400 кН

 

x

y

R = 1 см;
R = 20 см;

Qy = 400 кН

 

Рис. П.2.11 
 

Рис. П.2.12 
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Рис. П.2.17 
 

Рис. П.2.18 
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Рис. П.2.23 
 

Рис. П.2.24 
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Рис. П.2.25 
 

Рис. П.2.26 
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Рис. П.2.30 
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Рис. П.2.31 
 

Рис. П.2.32 
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Рис. П.2.33 
 

Рис. П.2.34 
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Рис. П.2.35 
 

Рис. П.2.36 
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Рис. П.2.38 
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Рис. П.2.43 
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Рис. П.2.49 
 

Рис. П.2.50 
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Рис. П.2.53 
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Рис. П.2.57 
 

Рис. П.2.58 
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Рис. П.2.60 
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Рис. П.2.61 
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Рис. П.2.63 
 

Рис. П.2.64 
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Рис. П.2.67 
 

Рис. П.2.68 
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Рис. П.2.69 
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Приложение № 3 
 
 

Пример решения задачи 
 «Касательные напряжения сдвига в открытом профиле» 

 
 

Рассматривается открытый простой профиль без разветвлений  
(рис. П.3.1), стенки которого работают на нормальные напряжения ( 0 ). 
Профиль симметричен относительно оси x. 

 

x

a3

a2 a 1

R

A

BC
D

F

E G

H f

f Дано: 
 =1 см;  
Толщина стенок   по-

стоянна по всему контуру сече-
ния. Приложена вверх сила Qy = 
200 кН. 

1а = 6 см; 

2а =10 см; 3а = 8 см; 
R = 16 см;  = 30º; 

в концевых точках А и Н распо-
ложены сосредоточенные пло-
щади f =4 см2. 

Найти: величину момента 
инерции сечения xJ  и построить 
эпюру текущих статических 
моментов  tSx . Рис. П.3.1. Профиль 

 
 
 

Решение 
 
 

1. Главные оси 
 

Ось x является осью симметрии, следовательно одной из двух взаим-
но перпендикулярных главных осей. Положение второй главной оси y в дан-
ной задаче определять не требуется. Координаты iy  любой точки на контур-
ной линии можно вычислить по заданным геометрическим параметрам. 
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2. Момент инерции xJ  

 
Теоретическое обоснование. 
Формула для определения xJ  в тонкостенном профиле имеет вид 

 


L

x dFyJ 2                                                (П.3.1) 

 

или в развернутом виде 
 

  



cy

i

n

j
j

n

i l
x fydttyJ

1

2

1

2  ,                               (П.3.2) 

 

где yn   количество участков, на которые разбивается контурная линия. 

Участком называется часть контура, в пределах которой функция  tfy   
описывается одной формулой; в данном случае yn =7; 

сn   количество сосредоточенных элементов в сечении (в данном случае 

сn =2); 
 

Дальнейшие вычисления реализуют формулу (2). 
 

2.1. Сосредоточенный элемент в точке А 
 

180,5160,586RaayA   sinsin31 см; 
 

1296184J 2
f  см4. 

 

Такой же вклад в момент инерции сечения дает элемент в точке Н. 
 

2.2. Участок АВ 
 

Момент инерции участка относительно собственной центральной оси, 
параллельной x, равен 
 

18
61a

J AB 






1212

33
10 

 см4. 

 

Координата центра участка АВ 
 

15318
a

yy AAB 
2
1 см. 

 

Площадь участка 
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661aFAВ  1 см2. 
Момент инерции участка АВ относительно оси x: 

 

136861518FyJJ ABABABAB  220 см4. 
 

Такой же вклад в момент сечения дает и участок GH. 
 
 

2.3. Участок ВС 
 

Собственный момент инерции участка ВС относительно горизонталь-
ной оси, проходящей через центр участка, не учитывается: 00 BCJ . Остается 
только переносной момент. 

Координата центра участка ВС 
 

12618ayy ABC  1 см. 
 

Следовательно 
 

144011012FyJ BCBCBС  22 см4. 
 

Такой же вклад в момент инерции сечения дает и участок FG. 
 
 

2.4. Участок CD 
 

Момент инерции участка относительно его собственной главной оси, 
перпендикулярной контуру: 
 

42,67
81a

J 






1212

33
30 

 см4. 

 

Собственный момент инерции участка относительно горизонтальной 
оси определяем по формуле поворота осей: 
 

10,67JJCD  
200 sin см4. 

 

Координата центра участка 
 

100,5
8

12
a

yy BCCD 
2

sin
2
3  см; 

 

Следовательно 
 

810,6781010,67FyJJ CDCDCDCD  220 см4. 
 

Такой же вклад в момент инерции сечения дает и участок EF. 
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2.5. Участок DE 

 
Используется основная формула (П.3.2): 

 

 
l

DE dtyJ 2 . 

 

Поскольку контур участка является дугой окружности, вместо дуговой 
координаты t  вводится угловая координата , причем (   ), то есть 
  отсчитывается от оси x вверх (против часовой стрелки). Теперь: 
 

sin Ry ; 
 dRt  ; 

 

.см 

2

2sin
sinsin

43

32322

371
4

3

6
116

d
RdRdRRJ DE

















  












  

 
2.6. Полный момент инерции сечения 

 
 

  .см 

2

410200810,671440136812962371

JJJJJJ CDBCABfDEx




 

 

В дальнейшем предполагается исследовать влияние сосредоточенных 
площадей на величины касательных напряжений в профиле. Для этого по-
требуется величина момента инерции профиля без сосредоточенных пло-
щадей. Эта величина равняется 
 

7608129610200JJJ fx  22Б.С.П. см4. 

 
 

3. Эпюра текущих статических моментов 
 

3.1. Теоретическое обоснование 
 

Формула для текущего статического момента в контурной точке с ко-
ординатой t  имеет вид: 

      
t

x dFytS
0

 .                                        (П.3.3) 
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В отличие от формулы (П.3.1) в данном случае имеем переменный 
верхний предел интегрирования. В развернутом виде формула (П.3.3) также 
имеет переменные верхние пределы: 
 

     
 

 



t tm

j
jjx

c

fydytS
0 1

 ,                   (П.3.4) 

 

здесь  tmc   количество сосредоточенных элементов, расположенных в ин-
тервале [ t;0 ]. 
         вспомогательная переменная интегрирования: ( t 0 ). 

Учитывая правило стыковки участков, эпюра текущего статического 
момента строится независимо на каждом из участков контурной линии по 
формуле: 
 

       dyStS
it

ii  
0

0 , 

 

где 0
iS   статический момент в начальной точке i  того участка контурной 

линии. 
 

3.2. Начало отсчета дуговой координаты 
 

В качестве начала отсчета дуговой координаты должна быть выбрана 
та из двух свободных точек контурной линии, которая находится в зоне по-
ложительных значений y. Поскольку в начальной точке рассматриваемого 
профиля (точка А) находится сосредоточенная площадь f , а согласно пра-
вилу начального нуля текущий статический момент в начале отсчета должен 
быть равен нулю, вводим дополнительный фиктивный участок нулевой дли-
ны, так чтобы начало и конец этого участка (точка А0) располагались перед 
сосредоточенным элементом f . Ясно, что на этом участке статический мо-
мент равен нулю. Аналогичный фиктивный дополнительный участок созда-
ется (мысленно) и за сосредоточенным элементом f  в точке Н. Начальная 
точка этого участка (точка Н0) расположена за сосредоточенным элементом f . 
Таким образом, дуговая координата t  обходит точки контурной линии про-
филя в следующей последовательности: 00 ABCDEFGHHA . 
 

3.3. Участок АВ 
 

а) Начальное значение 0
1S  на участке АВ определяется по правилу сты-

ковки участков, которое гласит: начальное значение текущего статического 
момента на данном участке равно конечному значению текущего статиче-
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ского момента на предыдущем участке плюс статический момент сосредото-
ченной площади на границе этих участков. В данном случае 
 

72418fyS А 0
1 см3. 

 

Использование правила стыковки участков позволяет на каждом новом 
участке вводить новую дуговую координату с начальным значением 0t   
в начальной точке рассматриваемого участка. Эта возможность используется 
в дальнейшем для всех участков контура. 
 

б) Параметрическая зависимость 
 

        Ayy . 
 

в) Интегрирование приращения 
 

    
t

A
t

tdytS
0

2

1 2
18 . 

 

г) анализ функции 
 

  tS
td

d
 181 . 

 

На участке АВ координата t  изменяется в пределах  6;0 . Следова-
тельно, экстремум отсутствует, производная всюду положительна, т. е. 
функция монотонно возрастает. 

Вторая производная 
 

  112

2
S

dt
d  , 

 

т. е. всюду отрицательна. Следовательно, перегибов нет и функция всюду 
выпуклая. 
 
 

A

B

t

S1x (t)  см3

162

72

 

При построении графика функции  tSx  в каче-
стве нулевой линии будем использовать контур-
ную линию профиля. Положительные значения 
функции условимся откладывать влево, если 
смотреть в направлении положительных t  (пра-
вило "левой руки"). В этом случае выпуклость 
означает, что все точки кривой лежат левее каса-
тельной к ней в любой точке (рис. П.3.2).  

Рис. П.3.2. Эпюра S1x (t) 
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д) конечное значение приращения ( 6t   см) 
 

90
6

6S 
2

18
2

*
1  см3. 

 

Конечное значение функции *
1S на первом участке: 

 

1629072SSS  *
1

0
1

*
1 см3. 

 

 
3.4. Участок ВС (рис. П.3.3) 

 

162

282

S2x (t)  см3

BC
t

 

а) начальное значение 162SS  *
1

0
2 см3; 

б) параметрическая зависимость 
  12yy B 2 см = сonst; 

в) интеграл приращения 
 

   
t

tdtS
0

2 12112  ; 

 

г) анализ функции – линейная; 
 

д) конечное значение приращения ( 10t  см) 
 

12010S  12*
2  см2; 

 

 
Рис. П.3.3. Эпюра S2x (t) 

Текущий статический момент в конце участка 
 

282120162SSS  *
2

0
2

*
2 см3. 

 

 
3.5. Участок СD (рис. П.3.4) 

 

а) начальное значение 282SS  *
2

0
3 см3; 

б) параметрическая зависимость 
 

      
2

1
12sin3  Сyy см; 

 

в) интеграл приращения 
 

 
4

12
2

12
2

0
3

t
tdtS

t







   

; 

 Рис. П.3.4. Эпюра S3x (t) 
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г) анализ функции – первая производная 
2

12
t

f  , при 8t 0  

производная всюду положительна, то есть функция монотонно возрастает; 

экстремум отсутствует. Вторая производная 
2

1
f  всюду отрицательна. 

Значит, перегибов нет, функция выпуклая вправо и вниз (рис. П.3.4); 
д) конечное значение: приращения 

 

80
8

8S 
4

12
2

*
3  см3. 

 

Текущий статический момент в конце участка 
 

36280282S *
3 см3. 

 

 
3.6. Участок DE (рис. П.3.5) 

 

а) начальное значение 
 

362SS  *
3

0
4 см3; 

 

б) параметрическая зависи-
мость. Поскольку участок DE 
является дугой окружности, 
неизбежно появятся тригоно-
метрические функции, поэто-
му следует ввести условие 
координаты. 

Обозначим: 
 

 Rt . где  20  . 
 

  R . где  0 . 
 

Тогда 
 

       sin44 Ryy  
 

 dRd  ; 
 

 

Рис. П.3.5. Эпюра S4x (t) 

 

в) интеграл приращения 

    



0

4 sin dRRS ; 
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Используя стандартные тригонометрические соотношения и таблицу 
интегралов, находим 
 

       fRRS  22
4 coscos ; 

 

г) анализ функции. 
 

Первая производная      sinf  равна нулю при   . Здесь 
имеет место экстремум. 

Вторая производная      cosf  отрицательна во всем диапа-
зоне возможных значений    ;: . Следовательно, экстремум является 
максимумом. Числовое значение максимума приращения 
 

  34,30,1340116RS  22
max4 cos1  см3 

 

и соответствующее значение текущего статического момента 
 

396,334,3362SSS  max4
0
4max4 см3; 

 

д) конечное значение приращения (  2 ) 
 

   0cos2cos2*
4  RS . 

 

Следовательно 
 

362SS  0
4

*
4 см3. 

 

 
3.7. Участок EF (рис. П.3.6) 

 

 

t

282

S5x (t)  см3362

E

F

а) начальное значение 
 

362SS  *
4

0
5 см3; 

 

б) параметрическая зависимость 
 

  
2

1
8sin2  Еyy ; 

 

в) интегрирование 
 

 
4

8
2

1
8

2

0
5

t
tdtS

t







    ; 

 

 
Рис. П.3.6. Эпюра S5x (t) 
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г) анализ функции 
 

 
2

85
t

S
dt

d
 . 

 

В диапазоне ( 80  t ) первая производная всюду отрицательна, сле-
довательно, экстремума нет, функция монотонно убывает 
 

 
2

1
52

2

 S
dt

d
, 

 

перегибов нет, функция выпуклая. 
 

д) конечные значения: приращения ( 10t   см) 
 

80
4

8
88

2

5 *S  см3 
 

Текущий статический момент в конце участка 
 

28280362SSS  *
5

0
5

*
5  см3. 

 

 
3.8. Участок FG (рис. П.3.7) 

 

 

162

282

S6x (t)  см3

F G t
 

а) начальное значение 282SS  *
5

0
6 см3; 

б) параметрическая зависимость 
 

  12yy F 6 см; 
 

в) интегрирование приращения 
 

    
t

tdtS
0

6 1212  ; 

 

г) анализ функции – линейная; 
д) конечное значение приращения ( 10t  см) 
 

120*
6  S  см3 

 

Текущий статический момент в конце 
участка 
 

162120282SSS  *
6

0
6

*
6 см3. 

 
 

Рис. П.3.7. Эпюра S6x (t) 
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3.9. Участок GH (рис. П.3.8) 

 

 

G

H

t

S7x (t)  см3

162

72

 

а) начальное значение 162SS  *
6

0
7 см3; 

б) параметрическая зависимость 
 

    127 Gyy . 
 

в) интеграл приращения 
 

   
2

12112
2

0
7

ttdtS
t

   ; 

 

 

 
Рис. П.3.8. Эпюра S7x (t) 

 
г) анализ функции 

Первая производная функция   tS
dt

d
 127  отрицательна на всем 

участке GH. Экстремум отсутствует, функция монотонно убывает. 

Вторая производная   17

2

 S
dt

d
 всюду отрицательна: 

Перегибов нет, функция выпуклая. 
д) конечное значение приращения ( 6t  )текущего статического мо-

мента 
 

90
36

6S 
2

12*
7 . 

 

Текущий статический момент в конце участка  
 

7290162SSS  *
7

0
7

*
7 см3. 

 

 
 

3.10. Дополнительный участок НН0 
 

 
Начальное значение   0*

7
0
8  41872fySS H . 

Поскольку дополнительный участок не имеет ни длины, ни толщины, 
приращение отсутствует. Таким образом, получено нулевое значение в ко-
нечной точке контурной линии, что соответствует правилу "конечного нуля". 
 

Сводная эпюра текущих статических моментов показана на рис. П.3.9. 
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x

Sx (t), см3

72

72

162

162

162

162

282

282

362

362

362

362

396,3

 
Рис. П.3.9. Эпюра Sx (t) 

 
Видно, что эпюра текущих статических моментов получилась симмет-

ричной относительно оси симметрии сечения. Этот факт соответствует об-
щей теореме о симметрии: если сечение симметрично относительно оси x, то 
эпюра текущих статических моментов симметрична относительно оси x; ес-
ли сечение симметрично относительно оси y, то эпюра текущих статических 
моментов обычно симметрична относительно оси y. 

Наибольшее значение функции  tSx  (рис. П.3.9), а, следовательно, ка-
сательного напряжения достигаются в точке пересечения контура с осью 
симметрии. 
 
 

4. Исследование влияния сосредоточенных элементов  
 

Для дальнейшего изложения представляет интерес значение maxxS  при 

отсутствии сосредоточенных элементов в точках А и Н. Это значение равно 
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324,372396,3fySS Hxx  max.Б.С.Пmax  см3. 
 

Отношение  xx JS max  для сечения с элементами f  равно 

0,03885
10200

396,3
 , а для сечения без элементов 0,04263

7608

324,3
f  . 

Таким образом, в данном примере введение сосредоточенных элемен-
тов, суммарная площадь которых около 12% от площади бесстрингерного 
профиля, снижает наибольшее касательное напряжение на 9%. 
 
 
 

5. Определение направлений касательных сил и их величины 
в характерных точках 

 
Общая формула для определения потоков касательных сил q – форму-

ла (2.2). Характерными точками в данном примере являются точки отмечен-
ные на рис. П.3.1. 

Точка А – крайняя верхняя точка: 
 

см

кН
 )( 1,41720,196172

10200

200
S

J

Q
tq A

x
x

y  . 

 

Коэффициент 
x

y

J

Q
 является общим для всех точек сечения. 

Точка B: 
см

кН
 )( 3,181620,1961S0,1961tq B

x  . 

 

Точка C: 
см

кН
)( 5,53 2820,1961S0,1961tq C

x  . 

 

Точка D: 
см

кН
)( 7,10 3620,1961S0,1961tq D

x  . 

 

Точка E: 
см

кН
 )( 7,77396,30,1961S0,1961tq E

x  . 

 

Точка Е лежит на оси x. Эта ось является осью симметрии для сечения 
и эпюры )(tq . 

Во всех точках контура )(tq получились одного знака – отрицательные; 
значит, во всех точках контура сохраняется одно и то же направление пото-
ков касательных сил: по часовой стрелке. 
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Эпюра )(tq  представлены на рис. П.3.10. 
 

x

qx (t), кН/см

-1,41

-1,41

-3,18

-3,18

-3,18

-5,53

-5,53

-7,10

-7,10

-7,10

-7,77

-3,18

-7,10

 
Рис. П.3.10. Эпюра )(tq  

 
 

6. Определение величины касательных напряжений в харак-
терных точках 

 
Общая формула для касательных напряжений – формула (2.1). Направ-

ление )(t  совпадает с направлением )(tq . Характерные точки остаются 
прежними, поскольку толщина постоянна по профилю. 

Вычислим величины касательных напряжений в этих точках. 
 

МПа 
5

14,1
0,01

101,41qA
A 





 ;    МПа 

5
| 31,8

0,01

103,18q B
B 





 ; 
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МПа 
5

55,3
0,01

105,53qC
C 





 ;    МПа

5

 71,0
0,01

107,10qD
D 





 ; 

 

МПа 77,7
5





0,01

107,77qЕ
Е 

 . 

 

Точка Е лежит на оси x. Эта ось является осью симметрии для сечения 
и эпюры )(t . 

Эпюра )(t  представлены на рис. П.3.11. 
 

x

(t), МПа

-14,1

-1,41

-31,8

-31,8

-31,8

-55,3

-55,3

-71,0

-71,0

-71,0

-77,7

-31,8

-71,0

 
Рис. П.3.11. Эпюра )(t  
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Приложение № 4 
 
 

   Варианты исходных данных к задаче 
«Центр изгиба открытого профиля» 
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Рис. П.4.29 Рис. П.4.30 
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Приложение № 5 
 
 

   Варианты исходных данных к задаче 
«Касательные напряжения в замкнутом профиле» 

 
 

Таблица П.5.1 
 

Значения варьируемых параметров 
 

Позиция цифры  
в номере варианта 

Параметр, 
определяемый 

данной 
цифрой 

Числовые значения параметра 
определяются цифрой на данной 

позиции номера варианта 

1 2 3 

Первая цифра b (см) 40 60 80 

Вторая цифра f1 (см
2) 4 6 8 

Третья цифра f2 (см
2) 5 7 9 

 
 

                                                            
  Исходные данные следует выбирать так: если, например, вариант 231, 

то на первой позиции, определяющей параметр b , стоит цифра 2. 

Следовательно, величину b выбираем из столбца под цифрой 2: b = 60 см. 

На второй позиции, определяющей параметр f1 , стоит цифра 3. 

Следовательно, величину f1 выбираем из столбца под цифрой 3: f1 = 8 см2. 

На третьей позиции, определяющей параметр f2 , стоит цифра 1. 

Следовательно, величину f2 выбираем из столбца под цифрой 1: f2 = 5 см2. 
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Приложение № 6 
 
 

   Варианты исходных данных к задаче 
«Расчет двухзамкнутого контура на сдвиг и кручение» 

 
 

В соответствии с заданным вариантом определите индивидуальные 
(варьируемые) параметры сечения тонкостенного стержня: 

˗ схему сечения (в соответствии с заданным номером рисунка – четыре 
варианта рис. П.5.1  П.5.4); 

˗ величину а , определяющую положение среднего (рис. П5.1 и П.5.3) или 
переднего (рис. П.5.2 и П.5.4) лонжерона; 

˗ площади 3f  поясов заднего лонжерона. 
 

Таблица П.5.1 
 

Исходные данные 
 

Положение 
цифры в номере 

варианта 
Параметр 

Значение i-той цифры в номере 
варианта 

1 2 3 4 

Первая цифра 
Номер рисунка  
со схемой 

1 2 3 4 

Вторая цифра а (см) 20 30 40 50 

Третья цифра 3f  (см2) 3 4 5 6 

 
 

Одинаковыми для всех вариантов являются следующие параметры: 
˗ величина действующей в сечении силы yQ = 500 кН; 

˗ расстояние с, характеризующее положение силы yQ  в сечении (задается 

преподавателем); 
˗ хорда сечения а + b = 100 см; 
˗ площади поясов и продольных элементов 2

21 см 4=ff  ; 

˗ материал обшивки – дюраль Д16Т: Па 1072= 9
д E ; Па 1028= 9

д G ; 

˗ материал продольных элементов, стенок и поясов лонжеронов – сталь 

30ХГСН2А: Па 10200= 9
ст E ; Па 1077= 9

ст G Gст = 77 10 Па9 . 
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